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In de eerste voordracht geven wij een overzicht van probleemstel-
ling en methodiek en een schets van een programma. 
We beschouwen de verzmneling MRn van a lle vierkante nxn ma trices 
met complexe elementen. We willen een begrip analytische functie defi-
nieren; bij zo 1 n functie zijn de wac1rden vr:1n het argument en van de 
functie beide elementen van MRn. 
Hiertoe is een limietbegrip nodig. Voorlopig voeren we dit op een 
primitieve wijze in door te definieren dat een rij matrices convergeert 
als de j,k~ elementen convergeren voor alle j en k. Dus als A =(a\~)), 
( ) m J" A=(a .k) dan geldt lim A =Adan en slechts dan als lim a .f =a "k voor 
J m ➔ = m m ➔ oo J:C J 
j.,k=1., ... ,n. We komen hier later op terug. 
00 
We beginnen eerst met een gewone machtreeks f(z)= "'F cmzm met po-
rri;;-o 00 
sitieve convergentiestraal. Voor een matrix Z stellen we F(Z)= 2.. c zm 
m=O m 
als het convergeert; dit blijkt het geval te zijn als alle eigenwaarden 
van Z binnen de convergentiecirkel lig3en. 
Als X een niet-singulier element van MRn 
ling van de niet-singuliere elementen van MR 
n 
is (we duiden de verzame-
* met MRn aan) en lim A =A., m ➔ c..'<> m 
-1 -1 dan is lim X A X=X AX. Verder geldt voor een polynoom 
m·➔ = m 
N 
P ( z )= Z, cmzm, dat P ( x-1AX )=X- 1P (A )X. Dus voor de hierboven gedefinieer-
m=O 
de F(Z) geldt ook F(X- 1AX)=X- 1F(A)X. Verder geldt P(Z)Z=ZP(Z), dus 
F(Z)Z=ZF(Z). 
Uit de matrixtheorie is bekend dat bij iedere A E:. MRn een XE:. MRn* 
bestaat, zodat B=X-1AX de z.g. normaalvorm van Jordan heeft~ 
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Hierin bestaat B uit een aantal langs de hoofddiagonaal geregen blokken, 
met daarbuiten nullen. Elk blok heeft de gedaante 
( 'l ) ( 
A. ... 1 0 ... .,,. ~· 0 ) 
0 ··.. : 
•, •. •, '' 0 • 
: . . . . 
. 'I 
0 · . . iy· ;\ 
De matrix Bis, op de volgorde van de blokken na, ondubbelzinnig door 
A bepaald; Xis niet ondubbelzinnig door A bepaald. De diagonaalelemen-
ten van B zijn de eigenwaarden van A. Het aantal keren dat A. in de 
hoofddiagonaal van B voorkomt beet de multipliciteit van A. 
Daar A=XBX- 1 , is F(A)=XF(B)X-'1. We zullen F(B) nu nader bepalen. 
nit kunnen we voor elk blok van B afzonderlijk doen. We nemen een blok 
van de gedaante ('1); laat dit een kxk matrix zijn. Dan is dit blok 
Aik+N, waarin Ik de kxk eenheidsmatrix is en 
( 0 'i 0 - - 0 ) l i_· b ~ N= 
'\ 
0 .. ............... ::.-0 Nu is 
3 .. 1 ( Q .......... Q 'I o _ _. . . 0 ) Nj= ·o ~ 1 r 
;t: () . .C 
Nj=O cm ( Aik +N )m= 
e>c:) m . 
Nj= dus voor j { k. Nu is = z.. L (n:i) A m-J L. C 
m=O m=O m j=O J 
k-1 
=~ 
1 . oo k-1 f(j)(A) 
-.-, NJ 2 c m(m-'1) ... (m-j+1)>,m-j 7 _.,....,_. _ ___,_ Nj = 
J. m=j m = j-<:;;o j! 
,, 
t' /\.' 0-
1 ! 
(2) 
·. 5' {A) 
---:,r 
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Op grand hiervan definieren we voor een matrix A en een functie 
f(z), die eenwaardig analytisch is in alle eigenwaarden van A, de bijbe-
horende F(A) als volgt: schrijf A=XBX-1 , waarin Bin de normaalvorm van 
Jordan is met blokken van de vorm (1), dan is F(A)=XCX-1 , waarin C uit 
overeenkomstige blokken van de vorm (2) bestaat. We bewijzen, dat de zo 
gevonden F(A) alleen van fen A en niet van de transformatiematrix X af-
hangt. Daartoe kiezen we een polynoom P(z), zodat 
P(A) = f(t\,) 
p(k-1)CA) = f(k-1\A) 
enz. voor alle blokken. 
Daar de normaalvorm, op de volgorde van de blokken na, door A is bepaald, 
kan P(z) onafhankelijk van X warden gel{Ozen. Nu is P(A)=XP( B )X-1= 
=XF(B)X- 1=F(A). Dus hangt F(A) alleen van A en fen niet van X af. 
De hierboven gegeven definitie is van Giorgi [3] en is een uitbrei-
ding van de eerder gegeven machtreeksdefinitie. 
Uit bovenstaand bewijs volgt dat F(A) als een polynoom in A met 
scalaire coefficienten is te schrijven. Dit betekent niet dat F(Z) een 
polynoomfunctie is: als we A variHren zullen de co~fficienten van het 
polynoom in het algemeen oak varieren. Wel kunnen we voor Zin een om-
geving van A schrijven 
n-1 
F(Z) = Z: 
j=O 
Voor de zo gevonden functies kunnen we nu een integraalvoorstelling 
vinden analoog met de integraalformule van Cauchy: 
(3) F(A)= _1 __ J f(z)dz 2 Tfl zI-A (integraal v2n E. Cartan), 
waarin I de~eenheidsmatrix voorstelt, en de integratie wordt uitgestrekt 
over een stel in positievc zin doorlopcn gesloten contouren in het com-
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plexe vlak, die snmen elke eigenwaarde (ongeacht de multipliciteit) van 
A ~6nmaal omlopen. 
Om (3) te bewijzen b0denken we d3t (zI-A)- 1=X(zI-B)-1x-1 en 
2 ~ i J f ( z ) ( z I -A ) - 1 d Z= 
Z"f ;\ 
( 7.. - A _,1 0 -0 
n ................. o 7-. 
- 1 J ( )( )-1 -1 X 2 --rri f z zI-B dz X . Verder geldt voor 
0 J' ' -Q --1 
- >. 
- '1 . -2., (z._A) (z.-A) 
o_ 
· .. c·,_ - I ') - ·1 C, ...................... .9 .,_ f\. 
Hieruit volgt met de integraalformule van Cauchy direct (3). 
Het voordeel v2n (3) is dat de normaalvorn van Jordon hierin geen 
rol spcelt. 
Cipolla [4 J heeft nog een uitbreiding van bovenstaande definiti0 
8egeven voor meerwaardige functics, door in elk blok een tak van f(z) 
in de orngeving van Ate kiczen; hierbiJ hoeft in verschillende blokken 
met dezelfde ~ niet steeds dezelfde tak te warden gekozen! In dot ge-
val kan het resultaat afhangcn van de keuze van X en behoeft geen poly-
noon in Ate zijn. Voor F(A) warden dan alle waarden genomen, die bij 
alle genoemde keuzcn 1Jehoren, inclusief de keuze van toegel2ten X. 
Over de samenhrrng von deze waa rden was men tot nu toe vaag. 
Ann een voorbeeld demonstreren wij de definitie van Cipolla. Ncem 
n=2, f(z)=z½ en A=(~~). Dan is X willekeurig niet-singulier. Als re-
sultnat vindcn we (6 ~) , (~ 1-~) en alle x(2 ~1 )x-1 ; dit laatste 
vormt 8lle matrices net 6~n eigenwaarde 1 en 64n eigenwaarde -1, De ge-
vonden m::: trices zi jn juist a llc- r:1:::i trices waa rvon he-t kwadraat A is. 
Voor t /0 heeft ( 6 ~) geen vicrknnt:::wortel in ecn omgeving van ( 6 ~1 ). 
In ecn vertakkingspunt grat dit minder geed. Neem weer n=2, 
f(z)=z½, maar nu A=(g g). Als resultaat vinden we alleen (g g), hetgeen 
niet alle rwtrices met kwaclr3at 1'i. ziJn, immers b,v. (g g) 2 = (g g) voor 
Jlle complexe t. 
Nacr aanl0iding hiervan vcstigcn we de a3nclacht op het volgende 
vcrschijnsel. Neem weer n=2 en het polynoom z2 ; deze functie is gede-
finieer,:i in do hele MR2 . Hc-t bc-eld van MR2 bevat (g g), maar geen v:1n 
de matrices (g g) met t/O. Het beeld van een open verzameling is dus 
nict steeds open. 
We komen nu terug op het limictbegrip. Het hierboven gebruikte 
lcr.i,jr;t ,:1en c1irect als men 21s norm van een matrix A=(a jk) dE:.finieert 
IIAi\ =m::ix l":1 'kl. /I.ls we d2n I\A-BI\ c1ls Jfst,:md v8n A en B definieren, 
. k J J, 
wordt MR een complete r;1etrische ruimte. Op gronc1 cfoarvan beschikken we 
11 
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over een topologie; convergentie in deze topologie komt overeen met de 
hierboven gedefinieerde convergentie, 
De norm voldoet aan de volgende eisen: 
1° \IA\\ > 0 en slechts dan ==0 als A==0 (nulmatrix). 
2° llil.AII == \Al I\A\\ voor scalaire A 
3° \IA+Bll ~- \\Al\+ \\Bl\ • 
Er zijn echter meer eisen die we aan de norm willen stellen. 
4° \\ABII ~ \\A\\ 
Hieraan voldoet bovenstaande norm niet; wel echter als men hem met 
de constante factor n vermenigvuldigt. 
Gewenst 3 ma8r niet strikt noodzakelijk is de volgende eis: 
I\Iil==1. 
Hh,raan voldoet \\ A \I ==n max ) a jk \ niet. 
j, k 
Een andere manicr om normen te krijgen is de matrices op te vatten 
als lineaire transformaties van een n-dimensionale complexe vectorruimte. 
Stel nu dat men een norm in die vectorruimte heeft 3 die voldoet aan 
llxil ~ 0 en slechts dan ==0 als X=0 (nulvector). 
II /\.X 1l = \;\I \\x\\ voor scalaire A. 
\Jx+yi\ ~ \lxl\ + 1\y\\ • 
Men definiecrt dgn 
33D alle eisen 1° t/rn 5°, 
\\Ail== sup 
i\xH =1 
\I J\.x \\ == sup II Ax I\ 
\\xi\ 
. Deze voldoet 
Het meest voor de hand ligt hot voor I\ x \I de uni ta ire norm 
n l. ( L \x. \ 2 / te nemen; dit leidt echter tot een weinig hanteerbare norm j== 1 J 
voor de matrices (het is de vierk~ntswortel uit de grootste eigenwaard~ 
AYA . * j van 3 waa rin A re getransponee1~de geconjugeerd complexe van A is). 
\ 
n I Nemen we llxl\ == max \x .\, dan is \IAxli == 
j J j max Z a .kxk I· Voor een k=1 J 
vaste j kunn8n we argumenten van xk zo kiczen dat 
zijds !) A ti ~ max 
j 
n 
IJ f, \I ~ l118X 
j 
Daar ander-
Z.!2 ki trivia<1l is, vinden we in dit geval 
k=1 .J 
\\All= max 
j 
.. 
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n 
Nemen we \Ix\\ z.._ 1 x, I , c1nn vinden 1,ve op soortgelijl{e wijze j='l J 
\j A\\ = nax 
k 
Welke keuze we voor c1e norn 1m ken is niet zo belangrijk (mits dsze 
aan cle eisen 1° t/m 5°volcloet) 3 2Erngezien de resulterende E1etrieken 
2equivalent zijn (niet allcen de topologie~n, maar zelfs de uniforme 
topologictln zi,jn a equivalent, het;-_;cen van belang is omdat we met uni-
forme convergentie zullen werken). Voor deze aequivalentie zijn trouwens 
0 -
'1 ° t/m 3 a 1 voldoende. 
Het ligt voor de hand te trachten de theorie uit te breiden tot 
Banach-algebras. Een ~anach-□ lgcbra is een ring, die tevens lineairc 
ruimtE:: over de complexe getollen is, en w:::2rin een norm \\ a II gedefi-
nieerd is, die voldoet aan 
\\all ~ 0 en =0 slechts dan 2 ls n=O. 
\IAali = \t\\ 
\\a+b\l <- lla\l 
l\c1bj\ ~ \let\l 
\\ n \l voor een complex get;:, 1 A . 
+ \lbll 
\lb\\ . 
We zullen steeds veronderstellen, '.:lot de Bona ch-algebra een eer--
hcidselement e heeft, w:::iarvoor \le\\ ='1 geldt. 
We komen nu terug op de definitie van analytische functie. Even-
nin als bij gewone an□ lytische functies kunnen we beginnen met een 21-
gemeen analytisch functiebegrip zoals dat van Weierstrasz; eerst □oet 
een beperkter functiebtgrip gegevun warden om dan later de singulari-
teiten te beschrijven en eventueel op te nem0n, Sommige gevallen v::in 
Cipolla 1 s definitie vallen niet onder de definitie die we nu zullen 
geven (en w2arbij steeds F(I) een scalair veelvoud van I is). 
Een definitie met machtreeksen levert moeilijkheden op bij £rnaly-
tische voortzetting wegens de niet-commutativiteit van de matrixver-
menigvuldiging. Zo is Z niet te ontwikkelen in de omgeving v2n een ma-
= --
trix f-~ die geen scalair veelvou(J van I is. Immers uit Z= ~ c. (Z-A/1 
m 
m= 
zou direct volgen dat Z met Z-A dus met A vcrwisselbaar zou zijn. We 
kiezen daarom een cefinitie, die eist dat een 1nalytische functie lo-
caal een limiet van polynomen met constante scalaire coefficitlnten is. 
Een functie F(Z), gedefinieerd in een gebied G in MRn 3 heet 2na ·-
lytisch a ls bij iedere !A E:. G een omgeving O vrrn A en een rij polynonen 
(r.1et constante scalaire coefficienten) { P1/z)} bestaat, zodat 
lim Pk( Z)=F( Z) uniforr.T voor a lle Z E:. O. 
k,oo 
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:.;.::m een Dna lytische func tie F( Z) kunnen we nu een gewone complexe 
functie f(z) toevoegen, die cchter niet 2n2lytisch in de klassieke zin 
hoeft te zijn, doch slechts locaal-unalytisch. Een complexe functie f(z), 
gedefinieerd_ op een (niet noodzakelijk samenhangende) open verzameling 
Sin het complcxe vlak heet loca □ l-anclytisch, als zij in ieder punt v2n 
S analytisch is. Een dergelijke functie is dus op iedere component van 
S analytisch, maar op verschillcnde componenten hoeft f(z) niet bij de-
zelfde analytische functie te behoren. 
Als nu F(Z) Bnolytisch is in Ge. MRn en AtG en als \Pk(Z)} een rij 
polynomen is, die in een orc1geving O van A uniform n_aar F( Z) convergeert, 
dan zullen we bewijzen dater een open verzameling Sin het complexe 
vlak bestaat, die alle cigenwaarden van A bevat, en waarop de rij 
\Pk(;\,)} uniform convergeert rn=:ar een, uiteroard locaal-crnalytische, 
functie f(A). Verder geldt 
'1 J f(A)dA F(Z) = 2 ~i Al-Z 
voor Zin een omgeving van A en voor een integratieweg die uit een aan-
tol gesloten contouren bestDat, die elk met hun binnengebied in S liggen 
en samen alle eigenwaarden van Z eenmaal in positieve zin omlopen, onge-
acht hun multipliciteit, Door F(Z) en bovenstaunde integraol is de lo-
caal-analytische functie f(z) ondubbelzinnig bepaald. 
Omgekeerd 3ls ;\ E:: MR , 31s S een open verzameling in het complexe 
n 
vlak is die alle eigenwoarden van A bev2t en als f(A) een locaal-analy-
tische op Sis, dan geldt voor een integratieweg, die uit een aantal 
gesloten contouren bestaat, die elk met hun binnengebied in S liggen 
en samen a lle eigenwaa rden van A cem:1na 1 in posi tieve zin omlopen en voor 
2 lle Z ,€. MR die in een dusdanige ongevinc van A liggen, dat a lle eigen-
n 
waarden van Z door de integrntieweg eenm1al in positieve zin omlopen 
word en, dat 
1 J f(A)dA 
2 1ri A.I-Z 
een analytische functie van Z is. ~c laatste bewering wordt bewezen met 
behulp van de volgende stelling v2n Runge: 
Als Veen open verzameling in hct complcxe vlak is, waarvan alle 
componenten enkelvoudig samenhongcnd zijn en als f(z) een locaal-analy-
ti~che functie op Vis, dan bestaat er een rij polynomen lPk(z)) zodat 
lim Pk(z)=f(z) voor alle z tV en zodat de convergentie uniform is op 
k ➔ o::i 
elk compact deel van V. 
Dit gedeelte van de 
,, theorie is tot op zckere hoogte voorBanach-alge-
bras te generaliseren. In plaats van de eigenwaarden van een matrix A 
treedt dan het spectrum d ( 3) van een element a van de Banach-a lgebr2 B. 
' . 
MB 
Dit spectrum (d.i. de verzam~ling van alle complexe getallen Awaarvoor 
1\e-0 ;:;een inverse hceft) is een compacte verzomeling in het complexe 
vlak, Als we een analytische functie als boven defini~ren vinden we daar-
biJ als boven een locaal-analytische functie, gedefinieerd in een omge-
ving van c( (8), Ook kri,jgen we bovensta:rnde integraalvoorstelling. De 
wcg terug loopt echter mis op de volgcnde omstandigheid. Een kleine om-
geving vDn o-' (a) kan componenten bezitten die niet enkelvoudig samen-
hangend zi,jn en de hierboven genoemcle: stelling van Runge geldt niet c1ls 
de componenten van V niet enkelvoudi6 s2mcnhangend zijn. Er is echter 
een c1 lr_;emenerc stelling van Runge, ,11/aa rin de veronderstelling van enkel-
vouclige samenhang verv3llen is en wa::irbi,j cle polynomen vervangen zijn 
door rationale functies met polen buitrn V. Het verdient dc1arom aanbeve-
ling in Banach-algebras anc1lytische functies locaal als uniforme limie-
ten van rationale functies te definieren, Het is mogeli,jk een voorbeeld 
van een Banach-algebra te geven, woarin bij definitie van analyticiteit 
met polynomen de functi~ z-1 niet 2nalytisch is. Deze moeilijkheid 
treedt bij matrices niet op omdat het spectrum don uit een eindig aan-
tal punten bestaat. 
V1n bijzonder belang is de transformatie x-1Ax, omdat, althans lo-
caal, de F(X- 1AX) door F(A) bep2ald is door F(X- 1AX)=X- 1F(A)X. Dit 
brengt ons er>toe verz2melingen x-\\x met v::iste A en X variubel in MR: 
te beschouwen (vezels). Een voorbeeld van de hierbij optredende eicenoar-
dighedcn is het volgende, Neem n=2, de vezel van 1=(6 ~) bestaat uit ~~n 
punt, de vezel van (6 ~) verdicht zich echter bij I, want hij bevat (6 ~) voor alle complexe t10. 
Ecn ander begrip, dat misschien een rol zal spelen, is het begrip 
sterk gebied, Een gebied Gin MR heet een sterk gebied als bij iedere 
n 
functie F(Z), die analytisch is in G, een ri,j polynomen bestaat, die in 
G naar F(Z) convergeren, en wel uniform in elk compact deel van G. Bij 
ieclere fl E. MRn en iedere omgeving O van A bE:::staat een sterk gebied G, 
zodat l\ i:: G co. 
Op het progrcnnma st2at verder cen ckfinitie van Riemanns oppervlak 
voor natrices c1naloo~ met c1efinitie van een i:;ewoon Riemanns oppervlak. 
Het is de bedoeling o□ bij zo'n Riemanns oppervlak een z,g, spectraal 
oppervlak te defini~ren dat een (eventueel niet samenhangend) gewoon 
Riemanns oppervlak is, dusdanig dater een correspondentiG bestaat tus-
sen de analytische functies op het Riemnnnse oppervlak en op zijn spec-
trale oppervlak 1naloog met de locale correspondentie die hierboven is 
geschetst tussen een analytischc matrixfunctie en een locaal-analytische 
functi0 op hct spectrum. 
,, 
De volledige analytische voortzctting V3n een matrixfunctie wordt 
nu met behulp van het Riemannse oppervlak gedefinieerd en geeft dan een· 
4 ' 
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uitbreiding van Cipolla 1 s definitie. In het ~eval van de functie W=~i 
zullen dan werkelijk 2lle oplossingen van de vergelijking w2=Z warden 
terugge~onden (bij Cipolla ontbrak biJv. de waarde W=(g ~) bij Z=(g g)). 
llgemener kunnen we de vraac stcllen of alle oplossingen (Z,W) v:n 
een algebraische vergelijking F(Z,W)=O met de nevenconditie ZW=WZ uit 
de algemene analytische functie voortvloeien. Dit blijkt niet steeds 
het geval te zijn; er zijn oplossingen, samenhangende met meervoudige 
punten van de a lgebr:::i ische kromme, ,He niet in onze theorie kurmen wor-
d en opgenomen. 
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We beschouwen de matrixruimte MR.n met de normdefinitie 
n 
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I\A\I = max 
j 
"') \ a , k \ a 1 s A= ( a . k) E: MRn . 
k~ J J 
Deze norm voldoet aan de eigen-
schappen 1° t/m 5° van blz.5, zoals blijkt uit de wijze, waarop deze 
norm daar verkregen is of oak door directe verificatie. Bovendien vol-
doet deze norm klaarblijkelijk aan de volgende eigenschap: 
Door de afstand van A en B te definieren als II B-A II wordt MRn een 
metrische ruimte. Convergentie en uniforme convergentie in MRn correspon-
deren op grand van 6° met convergentie en uniforme convergentie van de 
matrixelementen: als tin een willekeurige verzameling varieert, 
A (t)=(a(:11k)(t)) en A(t)=(a .k(t)), dan geldt lim A (t)=A(t) uniform in 
m J J ( ) m➔ c><l) m 
t dan en slechts dan als lim a-~ (t)=a .k(t) uniform int voor 
• • m ➔ oo J J J,k=1, ... .,n. 
Verder is AX ( )\_ complex, X E MRn) een continue functie in A en X 
samen; X+Y en XY (X,Y~MRn) zijn continue functies in X en Y samen. Dit 
volgt direct uit 6°. 
(a jk) E.MRn heet supertriangulair als a jk=O voor j ~k, triangulair 1 ) 
als a jk=O voor j > k en diagonaal als a jk=O voor j/k. Voor een diagonale 
matrix (ajk) gebruiken we het symbool (a 11 ., ... ,annJ. Een element van 
MRn heet niet-critiek als het n verschillende eigenwaarden heeft, anders 
critiek. Als A niet-critiek is, is er- een X €.MR:, zodat x-1AX= [)..1 , ... ;\_J 
waa rin ....\1 , ... , An de eigenwaa rden van A zijn. 
We schrijven AX=X- 1AX voor AE:MR., XE.MRn*· Dan j,s (AX)Y= AXY, 
)x X X ( X X I n I (A+B =A +B ., A_ A) = AA , A =A ( opp?~~en: Mc Duffee gebruikt A in de 
betekenis van A- 1 ). Uit AX=B volgt BX =A, uit AX=BX volgt A=B, uit 
AX=Ay volgt niet X=Y. Uit lim Am=A volgt lim AX =AX. 
------------- m ➔ oo m ➔= m 
1) Wordt ook wel superdiagonaal genoemd. 
M 'l"l 
N 
Als P(z)== 2..... C .zj j===O J 
een polynoom met constante complexe coefficien-
ten is, heet de functie 
P(Ax)==P(A)x. 
N . 
P ( Z )== ~ Cj zJ een polynoom. Er geldt 
J==O 
De metriek in MRn impliceert een topologie, en dus het begrip open 
verzameling. 
Een samenhangende open verzameling in MRn heet een gebied (in MRn). 
Als A EMR, dan heet een open verzameling in MR, die A bevat, een om-
n n 
geving van A. 
Een functie F(Z) gedefinieerd op een deelverzameling van MRn en met 
functiewaarden in MRn heet een matrixfunctie. 
Als F(Z) een matrixfunctie is en A een punt van de definitieverza-
meling :f van F, clan heet F ana lytisch in A, a ls er een omgeving O van 
A en een rij polynomen P (Z) is, zodat O ~ ~ en zodat lim P (Z)==F(Z) 
m m ➔ o<> m 
uniform voor a lle Z E: O. Een op een open verzameling G gedefinieerde ma-
trixfunctie F(Z) heet analytisch, als zij analytisch is in elk punt van 
G. 
Als F(Z) een matrixfunctie is gedefinieerd op een gebied G, clan 
heet F sterk analytisch als er een rij polynomen l Pm(z)} is, zo dat 
voor alle Z EG geldt F(Z)== lim P (Z) en zo dat deze convergentie uni-
m ➔ = m 
form is in elke compacte deelverzameling van G. 
Een gebied G heet een sterk gebied, als iedere op G gedefinieerde 
analytische functie sterk analytisch in G is. 
Als F(z) een functie is van een complexe veranderlijke met functie-
waarden in MRn, dan kan J F(z)dz gedefinieerd warden, als C een weg in 
C 
het complexe vlak is, waarop F(z) gedefinieerd en continu is. Dit kan 
op twee manieren geschieden, n.l. door de integratie voor elk matrix-
element afzonderlijk uit te voeren of ook rechtstreeks door een defini-
tie a ls limiet in de zin v;:rn de matrixmetriek van approxima tiesommen. 
Op grand van het feit dat optelling van matrices en vermenigvuldiging 
van een matrix en een scalar elementsgewijs geschiedt en op grand van 
eigenschap 6° zijn beide definities aequivalent. Verder gelden de vol-
gende elementaire stellingen over integr2len: de integraal van de som 
van twee functies is de som van de integralen van de twee functies, de 
integraal is additief t.o.v. verknipping van de integratieweg in een 
eindig Bantal stuk:ken, J °'- F( z )dz== G(J .F( z )dz voor constante sea la ire 
J S C ~ d...., AF(z)B dz==A( F(z)dz)B voor constante matrices A en B, speciaal 
C C 
J(F(z))Xdz==(J F(z)dz)x. Tenslotte als lim F (z)==F(z) uniform voor 
0 ~ C m ➔= m 
z E:C, dan geldt J F(z)dz== lim JF (z)dz. 
m _,.~ m C ,~ C 
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St~ll!n~. Als P(Z) een polynoom is en A E:MRn, dan geldt 
P(A)= 'l f P(z)(zI-A)-'l dz, 
2 Tii 
w 
als Ween integratieweg is, bestaande vtt een of meer gesloten contouren 
die samen iedere eigenwaarde van A (ongeacht haar multipliciteit) een-
maal in positieve zin omlopen. 
Opmerking: De matrixelementen van P(z)(zI-A)- 1 zijn rationale func-
ties van z, waarvan dr~ noemers in de vorm det (zI-A) kunnen warden ge-
bracht en die dus gee1. andere polen kunnen hebben dan de eigenwaarden 
van A, 
~ewijs: We schrijven P(z)-P(w)=Q(z,w)(z-w), waarin Q(z,w) een poly-
noom in twee veranderlijken is. Omdat zI en A verwisselbaar zijn geldt 
P(zI)--P(A)=Q(zI,A)(zI-A)_. dus P(z)(zI-A)-'l=P(A)(zI-A)-'l+Q(zI,A). Verdcr 
geldt 2 ~i J Q(zI,A)dzc=O_, omdat ieder matrixelement van Q(zI,A) een po-
w ,. J 1 1 J 1 lynoom in z is. Dus 2 ,rT W P(z)(zI-A)- dz=P(A) 2 7"fi W (zI-A)- dz. Het 
jA dus voldoende te bew:jzen: 
1 j ( , -1 I=-·- zI-AJ 
r -<T"' 
C. 11l w 
dz . 
7~ X Er is een X EMRn , zoda~ A=B en B in de normaa lvorm van Jordan. Verd er 
is _]2-.• J (zI-A)- 1dz=(-/_. J (zI-B)- 1dz)x. Het is dus voldoende te be-2 11 l W 2 1 l 1;J 
wijz::m 
I = J ( z I ·· B ) - 1 d z , 
w 
·-•~:; rin B de normaalvorm v1::1 Jordan heeft. Di t is echter duidelijk op 
grand van de op blz. 4 bepaalde gedaante van (zI-B)- 1 . 
In plaats van op de n~~~aalvorm van Jordan kan men zich bij het 
bewijs van stelling 1 ber0cp~1 op de volgende omstandigheden: 
1°. Voor niet-critieke ma:rices is het bewijs gemakkelijk, omdat deze 
in diagonaalvorm zijn :e tr1nsformeren. 
~~dere matrix is in ee1 tri1ngulaire matrix te transformeren. 
Iedere tri~ngulaire ma:rix is limiet van niet-critieke matrices. 
We behandelen nu 
Hulpstelling 1. 
Bewijs: Dat MR* 
----- n 
en~fe hulpstellingen. 
:i.*· M' n is e::n gebied. 
rpen is 7olgt direct uit het feit dat de determi-
nant van een matrix ec.1 ~ontin~e functie van de matrixelementen is en 
• 7~ 
dat de elementen van J\/:l.n de nntrices zijn, waarvan de determinant f.o is. 
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Om aan te tonen dat MR* samenhangend is, verbinden we een wille-
* 11 * keurige A E MR door een continue kromme binnen MR met I. Laat 
n n 
A1 , ... , A. s de eigenwaa rden van A zijn en loat f ( t) ( 0 1 t i1) een con-
tinue kromme in het complexe vla k zijn met ':f ( 0 )=0, <:f ( 1 )=1 en die niet 
- ,,\. 
gaat door de punten __:__:J_ als A ./1 ( j=1, ... , s ) . Voor eventuele A .=1 
1- .-\. J J 
J 
wordt niets geeist. De matrices A+ ~(t)(I-A) vormen een continue kromme 
in de matrixruimte, die A met I verbindt. De eigenwaarden van 
* A+ <g(t)(I-A) zijn A.j+ 1(t)(1- "\) -:)o, dus A+ f(t)(I-A) E.MRn , 
Hulpstelling 2. Als A EMRn en als Teen open v~rzameling in het 
complexe vlak is, zodat alle eigenwaarden van A in T liggen, dan is er 
een omgeving O van A zodat voor iedere Z ~O geldt dat alle eigenwaarden 
van Zin T liggen. 
Bewijs: Dit volgt uit de continuiteit van de eigenwaarden als war-
tels van de karakteristieke vergelijking als functies van de matrixele-
menten. 
Stelling 2. Laat A E:MR de verschillende eigenwaarden A,,, ... , ,\s 
n , } I hebben en laat F( Z) analytisch in A zijn. Stel da t t Pm ( Z) een rij po-
lynomen is, die in een omgeving O van A uniform naar F convergeert. Don 
is er een open verzameling S in het complexe vlak, die A1 , ... , As be-
vat, zoda t l Pm ( z)} voor z E: S uniform c onvergeert naa r een locaa 1-
ana lytische functie f(z). Voor elk stelsel in S gelegen in positieve zin 
doorlopen contouren Wj om Aj ·(J=1, ... ,s), waarvan ook de bi~nengebiedcn 
tot S behoren, bes ta at een omgeving O * van A zodat voor Z E. 0 geldt, d,t 
de eigenwaarden van Z binnen de Wj liggen en 
F(Z) = t 
2
~i J f(z)(zI-Z)-'1 dz. ( 1) 
wj 
~ls Z E. 0 * en Z=( [ >--i, ... , ~11 7 +~)X, wa~ rin K supertriangulair is, don 
is F(Z)=( [f(t1 ), ... ,f(~n)J +T<:1 ), waarin K1 supertriongulair is. Als 
K=O, dan is K1=0. 
Als s1 een open verzameling is, die A1 , ... , As bevat, f 1 (z) een 
locaal-analytische functie gedefinieerd op s1 en w1j (j=1, ... ,s) een 
stelsel in s1 gelegen in positieve zin doorlopen contouren, waarvan ook 
de binnengebieden tot s1 behorenenwn2rvoorgeldt )..j binnen w1 j(j=1, ... ,s); 
dusdanig dater een omgeving o1* van A bestaat, zodat voor z co1* geldt 
dat de eigenwaarden van Z binnen w1j liggen en 
(2) 
d;:m is er een 
s 
F(Z) = ~ - 1-. J f 1(z)(zl-Z)-'1 dz, 
J=1 21flW'1j 
open verzameling s2 in het complexe vlak, die Jt. 1 , ... , A. 8 
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bevat, zodat voor z ES2 geldt f(z)=f'l(z). 
Bewijs: Allereerst merken we op, dat als C een gesloten contour is 
en g(z) analytisch op en binnen C en Z een matrix waarvan geen dE:r eigen-
waarden binnen C ligt, J g(z)(zl-Z)-1dz=O, irn.mers ieder matrixelement 
C 
van de matrix g(z)(zl-Z)-'1 is op en binnen C analytisch. In de in de 
stelling genoemde integralen mogen we dus de integratiewegen verschuiven, 
mits we daarbij geen eigenwaarden van Z passeren. 
Voor complexe tis A+tI een continue functie van t; er is dus een 
reele e > O zodat voor It I <. e geldt A+tI E. O. Voor S nemen we de open 
verzumeling van die complexe z, waar een )... . bij bestaat zodat l z- .,\.\< e.. 
Laat X EMR: zo gekozen zijn dat A=BX, en B friangulair is. (B behoeff 
niet in O te liggen). Dan is P (A+tI)=(P (B+tI))x. Verder convergeert 
{ Pm(A+tI)} uniform in t naar ;(A+tI), d~s convergeert l Pm(B+tI)} ook 
uniform. Voor j='1, •.• ,m komt P ( A.+t) ergens als element van de hoofd-
diagonaal van P (B+tI) voor; d~s c;nvergeert Jp ( 1\.+t)} uniform int. 
} 
m l m J 
Dus { Pm ( z) convergeert uniform in S naa r· een locaa 1-analytische func-
tie f(z). 
Hieruit volgt nu ook direct dot als Z E: O ;),I;; en als 
Z=( [:S-1,, .... ,snJ +K)x, dan F(Z)=( [r(11 ).. •• 03 f(3:n)+K'1)x, 
pertriangulair is. Als K=O, dan is K1=0. 
waarin K'1 su-
n 
Laat nu Tj het binnengebied van de contour Wj zijn en T= U T ., 
j=1 J 
dan is T open, T CS en A'1 ET voor j='1, ... , s. Op grand van hulpstelling 
2 is er een omgeving o2 van A, zodat voor iedere Z ~o2 geldt dat alle 
eigenwaarden van Z in T liggen. Noem o*=o A0 2 • Kies een Z E. o*, dan is 
jj(zI-Z)-'11/ voor z ~Wj een continue functie op een compacte verzameling 
en dus begrensd. Orn.da t verder W. in S ligt is 5 P ( z) ( zI-Z )-'1 } vniforr.1 J l m · 
convergent voor z E.Wj met limiet f(z)(zI-Z)- 1 . Op grand van stelling '1 
geldt nu_. bij vaste z E o*, 
P ( Z) = lim ~ '1 '1 F(Z)= lim 
m ➔ oo m 
2:,__ -- ( Pm(z)(zI-Z)- dz = 
m ➔ oo j='1 2 lTi ~ 
j 
s 
=~ 
J=1 
1 
2 1fi 
J f(z)(zI-Z)-'1 dz. 
wj 
We kiezen nu contouren w2 J. om A . die geheel binnen W. en W,,,. li::-r-J J I J ,.c, 
is zocla t voor Z -E o3 geldt da t a lle ci-
gen. Als o3 een omgeving van A 
genwaarden van Z binnen de W 
zowel ('1) als (2), dus 
1 . d * * 2 j iggen, an geldt voor Z E04=o l"\0 1 ~o3 
0,= 
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We kiezen nu a ls boven een reeel geta 1 e1 > 0 zoda t voor \ t I < e1 geldt 
A+tI t-04 , dan is 
0= .J;- 1 J (f(z)-f,i(z))(zI-(B+tI))-1 dz 
-JC-: 2iti I J=1 w2 j 
dus voor een Ak: door van de matrices in beide leden slechts een dia-
gonaalelement te bekijken, zien we dat 
0= ~ 
J=1 
1 
2 Tri 
( k=1, .•. , s) . 
Voor de open verzameling s2 bestaande uit de complexe getallen z, waor 
een k bij bestaat zodat Jz-A1{\ <e1 , geldt f(z)=f 1(z). Hierme_e is het 
bewijs van stelling 2 voltooid. 
Hulpstelling 3 (Runge-Mantel) Als Seen open verzameling in het 
complexe vlak is, waarvan alle componenten enkelvoudig samenhangend 
zijn en f(z) een op S gedefinieerde locaal-analytische functie, dan is 
er een rij polynomen j P (z)l zodat lim P (z)=f(z) voor z cS en zo-l m J m 7 eo m dat de convergentie uniform is in elk compact deel van S (zie P. Mantel, 
LegonB sur les series de polynomes ~ une variable complexe, Paris 1910). 
He¼ bewijs van deze hulpstelling slaan we voorlopig over. 
Stelling 3. Laat Seen open verzameling in het complexe vlak zijn 
met s conponenten G1, .. .,G8 en laat s an zijn. Laat f(z) een locaal-
analytische functie op S zijn. Laat v 1 , ... , vs natuurlijke getallen 
zijn met 'J 1+ ... + \l =n. Noem H(G/
1 
••• G "'1 )(afgekort H) de collectie 
S I 8 
van alle elementen van MR met v. eigenwaarden in G. (j=1, ... ,s); hier-
n J J 
bij wordt ~lke eigenwaarde met haar algebraische multipliciteit geteld. 
Dan is H een gebied. Als ZEH en W. voor j=1, ... ,s een contour in G. 
J J 
waarvan het binnengebl.ed tot Gj behoort en die de in Gj gelegen eigen-
waarden van Z (ongeacht hun multipliciteit) eenmaal in positieve zin 
omloopt, dan is 
s p 1 2 rii J f(z)(zI-Z)- 1 dz 
"\,II, 
J 
bij gegeven Z onafhankelijk van de keuze der contouren W .• ~e op grond 
J 
hiervan doer f(z) ondubbelzinnig bepaalde matrixfunctie F(Z), gedefi-
nieerd don• 
s 1 J f(z)(zI-2)- 1 :51( z )= k dz, 2,ti J=1 w. 
,. J 
is amilytisch in H. 
Als A E: H, N ~MRn, X E MRn*, A= ( [ o1,.1 , ••• , o1-.,n J HJ)X, N nilpotent en ver-
wisselbaa r met [o<...1 , .. . , ol..nj , dan is 
Bewijs: De onafhankelijkheid van de keuze van Wj is al in het be-
wiJs van de vorige stelling aangetoond. Neem nu een A ~Hen contouren 
W, (behorend bij A) als in de stelling vermeld. Neem verder een stel 
J 
cirkelomgevingen van de eigenwaarden van A1 die met hun rand geheel bin-
nen de W. vallen; noem de zo ontstane open verzameling T. Op grand van 
J hulpstelling 2 is er een omgevins o1 van A zodat voor Z ~o1 geldt dat 
alle eigenwaarden van Zin T liggen en dus een kleinere omgeving O van 
A zodat mar Z E O alle eigenwaarden vc1n z in T liggen. De functie 
\l(zI-Z)-1 11 voor z <:::W. en Z E:0 is cen continue functie van z en Z samen, 
J 
op een compacte verzameling gedefinieerd, en dus begrensd. Verder geldt 
voor Z cO 
s 1 s F(Z)= h 2 --rri f(z)(zI-Z)- 1 dz. 
J=1 
Op grond van de stelling vnn Runge-Montel is er een rij polynomen 
\pm(z) l zodat lim Pm(z)=f(z) voor z ~Ten zodat de convergentie uni-
( j m ➔ co 
form is in ieder compact deel vAn 
lim P (z)(zI-Z)-1=f(z)(zI-Z)-1 
m~oo m 
Jrond van stelling 1: 
s 1 
F(Z)= lim :Z:. 2 7fi m ;,-OOj=1 
T. Er geldt dus oak dat 
uniform voor z E W j en Z E. 0. Dus op 
dz= lim 
111 ➔= 
P (Z), uniform in Z 
m 
voor Z Ee O. Dus is F( Z) ana lytisch in A. 
Er moet verder bewezen warden dat H een gebied is. Dat H open is 
volgt uit het feit dat de ei~enwaarden van een matrix continu afhangen 
van de matrixelementen. Om de samenhang van H te bewijzen, moeten twee 
punten A en B van H door een l;;:romme warden verbonden. Daartoe transfor-
meren we eerst A en Bin supertriangulaire vorm (hetgeen door continue 
overgang mogelijk is omdat MR
11
* samenhangend is (hulpstelling 1))en ver-
volgens door continue overgang de twee supertriangulaire in elkaar. 
Als N nilpotent is (dus zeker Nn=O), B verwisselbaar met N en 
* * B E..MRn , dan gelclt B-N ~MRn immers 
n-1 
(B-N) ~ 
Nu geldt 
F(A)== ± j==1 1 2 "Tri J f(z)(zI-( [o<...-1 ,.,.,o,:n] +N)X)- 1 dz== 
wj 
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s 1 J n-1 [( )-(h+1) ( ) 
==( ;E__ -- f(z) 7. Nh z- o!.,'1 , ••• , z- otn j=='1 2 -rr1 fi:;;o" 
wJ 
n-1 1 h L- (h)( . (h) J X 
== ( L h ~ N f o(..1 ) , •.• , f ( °'-n) ) 
h==O 
Hiermee is het bewijs van stelling 3 voltooid. 
+1), ) 
Jdz) 
Colloquium Matrixfuncties 1955-1956 
o.l.v. 
Prof. Dr N,G. de Bruijn 
Derde voordracht 
door 
Prof. Dr N.G. de Bruijn 
4 November 1955 
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De bedoeling van deze voordracht is om aan de hand van bijzondere ge-
vallen te laten zien hoe men met de integraalformule van Cartan kan 
opereren. We beschouwen in het bijzonder de logarithme van een matrix. 
De func tie ex is voor a lle XE MR gedefinieerd door de convergente mocht-
n 
reeks 
+ • 0 .. 
we stellen nu de vraag noar matrixoplossingen van de vergelijking eX=A. 
Daar men gemakkelijk constateert dot ex.e-X=I is, is het duidelijk dnt 
eX=A onoplosbaar is als A singulier is. Dit sluiten we dus verder uit. 
We zullen ons nu niet bezighouden met de vraag of de methode van Cipolln 
alle oplossingen levert. We bekijken slechts die functiewaarden die nol: 
met de integraal van Cartan kunnen warden beschreven, nl. de functie-
waarden die (zie blz. M4) ontstaan door in blokken van A die bij een-
zelfde eigenwaarde A behoren steeds dezelfde tak van log z te kiezen. 
We vragen ons nu af of de integraal van Cartan werkelijK oplossingen 
van de vergelijking levert. 
Laat in het complexe vlak Ween positief georienteerde gesloten contour 
zonder dubbelpunten zijn, die de oorsprong niet insluit, en D het gebied 
binnen W. Binnen en op W kunnen we een tak vc1n log z kiezen. Laat H(D) 
de verzameling van alle matrices in MR zijn waarvan alle eigenwaarden 
n 
in D vallen. Dan definieren we 
( 1) L = 2~i J log z(zI-A)-1 clz 
w 
(AEH(D)). 
We kunnen nu op verschillende wijzen argumenteren dat A=eL is. 
Eerste bewijs.(Dit heeft het bezwaar dat het niet tot Banach-algebra's 
te generalis~Ten is). 
Op grand van de op blz. M12 aangegeven argumenten kan men zich tot niet-
critieke A beperken, en dus, na transformatie, tot diagonale A. Daarvoor 
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is L=eA triviaal, want op elke diagoD8alplaats komt de logarithme ,van 
het getal op de corresponderende diagonaalplaats van Ate staan. 
Tweede bewijs. Het bewijs dat het meest in de lijn van onze analytici-
teitsdefinitie ligt, berust op de omstandigheid, dat een samengestelde 
functie f(g(z)), waarin fen g limieten van polynomen zijn, zelf ook 
limiet van polynomen is, terwijl anderzijds (ruw gesproken) Pn(z)~ z 
impliceert dat P (Z) ~Z. We zullen deze procedure nag nauwkeurig bestu-
n 
deren in het algemene geval, en daarom hier niet uitwerken, 
Derde bewijs. We passen de stellin3 van Runge toe, en approximeren 
log z met een rij polynomen P (z) uniform in D+W. Derhalve is P (A)-1L. 
n n 
Verder convergeert bij vaste k (k=1,2,3, ... ) P (z)kuniform naar logkz, 
k k n 
en Pn(A) naar L, zodat wegens 
P (A)k = 2
1
77 0 IP (z)k (zI-A)-
1 dz 
n 1 ti n (St.1 blz.M12) 
gevonden wordt 
(2) Lk = 2~i J logkz (zI-A)- 1 dz ( k=1, 2, .•• ) . 
We berekenen nu eL door toepassing van de machtreeksdefinitie en verwis-
seling van sonnnatie en integrDtie: 
L ~oO 1 1 J k 1 1 s log z( )_,,L 
e = L_O k! 2TTi log z (zI-A)- dz= 2ffT e zI-A dz 
Weer door toepassing van st.1 zien we nu dat eL=A is. 
Dit derde bewijs heeft het nadeel dat het gebruik maakt van de overal 
geldige machtreeksontwikkeling van ez, en dus niet in alle soortgelijke 
situaties van toepassing is. 
Vierde bewijs. Dit maakt geen gebruik van de stelling van Runge, en ope-
reert slechts met Cartan-integralen. We achten eL gegeven door de fonnule 
(3) eL= 2~iJ ell ())I-L)- 1 dA; w' 
de equivalentie met de machtreeksdefinitie blijkt gemakkelijk door reeks-
ontwikkeling vane~ (vgl. ook st.2 blz. M13). W' is bv. een positief 
georienteerde cirkel die alle eigenwaarden van L insluit. 
We bewijzen nu een integraalformule voor (~ I-L)-1 . Is IA/ voldoend 
groat, dan geldt (11I-L)-1= 11-1+A-2L+)t-3L2+ .•. , zodat volgens (2) geldt 
(;\I-L)-1= ~~i { (;)- 1+)\-2log z + ... )(zI-A)-1 dz= 
s A-1log z (zI-A)-1 dz, 
w 
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( Door ana lytische voortzetting kan nu de restrictie II l,/1 I voldoend groot 11 
warden vervangen door 11 ,i\ buiten het becld van W bij de functie log z'; 
doch daar e 2 over2l analytisch is, is dit hier niet nodig). 
Substitutie in (3) levert 
L 1 J 71 l e= 2 ed?I, ( 2 7Ti) W, W (zI-A)-1 fl -log z dz== 
= _.:1, 2 \(zI-A)-
1
azJ 
(2// i) 'iv \Ir~ d /\ • 11 -log z 
De achterste integraal levert volgens de formule van Cauchy (W' is zo 
groat dat log z (z E w) er binnen lic;t) 27Ti e10g 2 = 2//i z op. Door toe-
passing van stelling 1 vinden we dus weer eL=A. 
Het gebruik van de stelling van Runge (voor het bewijs van (2)) 
laat zich vermijden door toepassing van de formule 
(4) 2i i J f(z)(zI-A)- 1 dz . 2 i7-i J g(z)(zI-A)-1 dz= 
w w 
= 2~_, Jr(z) g(z)(zI-A)-
1 dz 
// l 
w 
(die ook geldt als er eigenwaarden van A buiten, doch niet bp W liggen). 
We zullen deze formule thons echter niet bespreken (zij volgt natuurlijk 
direct uit de stelling van Runge.Montel, maar dat is de bedoeling niet). 
Is een matrix A gegeven, dan kunnen er verschillende contouren W 
worden gekozen die alle cigenwAarden van A 6~n keer positief omlopen, en 
O niet omlopen; d,w.z. er zijn verschillende mogelijkheden voor W die 
voldoen aan AEH(D). :Jaarbij kunnen verschillende wciarden van L behoren. 
We kunnen al deze waarden het eenvoudigst beschrijven door slechts 
over residuen te spreken. De functie log z is, na een in ~~n punt gemaak-
te afspraak, als eenwaardige functie binnen W volledig bepaald, zodat 
ook de waarden voor log Ii j vastliggen ( ~ 1 , •.. , ~ k stellen de verschil-
lende eigenwaarden van A voor). 
fl Laat omgekeerd ,l'-~, ... ,)Lk willekeurige oplossingen van 
e 
1
= A 1 , ... ,~= A k zijn. Dan kunnen we de contour W en daarbinnen de 
tak van log z z6 kiezen dat log z in de ~ . 1 s juist de corresponderende 
• J 
/~'s als waarden heeft. Dit laat zich bijvoorbeeld bewijzen door uit te 
gaan van een situatie waarin de ~ 1 s alle in het rechterhalfvlak ligcen, 
en log z de hoofdwaa rde heeft. Vervolgens schui ven we de A 's stuk voor 
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stuk weg: zolang we~. schuiven langs een krornme waarop geen andere ~ 1 s 
liggen, kunnen we de contour W zo voor ons uitduwen, dat W nooit een 11 
overschrijdt. (Met andere woorden kan het resultaat als volgt worden 
uitgedrukt: Wordt ('1) geinterpreteerd met een W die uit verschillende 
buiten elkaar gelegen contouren oestaat, dan kan dat stelsel door een 
enkele contour worden vervangen. Dit is in Banach-algebra's niet meer 
algemeen waar; daar is dus de definitie van L met meerdere contouren 
wezenlijk algemener). 
Volgens de residustelling is 
_k 
L = ~ (Residu in /I j v:Jn log z . ( zI-A )-\ 
j='1 
waarbij bij ,1, j de tak v,m log z is gekozen die in /I j de waarde ;t,1...j 
heeft. 
We bestuderen nu even het verschil van twee L's bij verschillende 
* * * keuzen van de/2l- 's. We kiezen r1 =/1-1+27Ti, /1-L2 =A, .. . ,;u:k =;Uk· Dr:r, 
is L* -L=2 7Ti. Residu in i) j van ( zI-A )-'1. 
Laatstgenoemd residu is een z.g. projector r 1 . Deze projectoren 
hebben de eigenschappen 
d) I. A=AI. 
l l 
Formule a) volgt door st.'1 (blz.M '12) toe te passen op het polynoom '1. 
Formule b) bv. als volgt 
dw 1 
------= 
(zI-A)(wI-A) 
'1 
De integratiewegen liggen ~eheel buiten elkaar. Bij de eerste term uit 
de laatste uitdrukking levert de integraal over w nul op. Voor de tweede 
term verwisselen we de intec;ratievolgorde, en clan blijkt de integraa 1 
over z nul te zijn. Een ander bewijs voor b) volgt uit de opmerking d1t 
(4) ook geldt als Ween stelsel buiten elkaar gelegen contouren is. 
Formule c) is een bijzoncler geval vnn (4) (f(z)=g(z)='1). 
Formule d) is een bijzonder geva 1 van da stelling dat elke Ca rt.1n-
integraa l Jr(z)(zI-A)-'1 dz een polynoom in A is (met van A afhankeliJke 
coefficient@n), maar kan overigens ook uit (4) volgen. 
Uit laatstgenoemde stellin-:s volgt bovendien dat twee L's die bij 
vcrschillende stelsels /~ behoren¾_verwisselbaar zijn Zijn dus L en 
. J L1-L2 ~ L2 -1 -'1 . '1 L2 zulke waarden, clan is e =e (e ) =AA =I. Dit verifieert men 
overigens oak met de projectorenformules a),b),c). Beschouw daartoe 
,,. 
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exp [27Ti(m1r 1 + ... +mkik)} , met gehele gefallen m1 , .. .,mk. 
Dit berekencn we volgens de machtreeksdcfinitie van ez, en allc machtun 
werken we uit: 
Derhalve is 
We gaan tenslotte eens na hoe L zich gedraagt t.o.v. de matrixopc-
raties inverteren, transponcren en complex conjugeren, die we hier resp. 
met I,T,C aangeven. Deze operatics zijn involutorisch en onderling ver-
wisselbaar ((AT)T=A, ATI=AIT, etc.). We leggcn nu de contour W vast door 
de afspraak dat aan het argument van alle A's de hoofdwaarde wordt cu-
geven; met dien verstande dc1t ;;i's op de negatief reele as het argument 
+ 7T krijgen. De waa rde van L die zo onstaat noemen we de hoofdwan rd0 
Log A. Door in de formule voor Log A oversl te transponeren, vinden wu 
\t✓ ( 
I 
-- ~ 
\ 
-~ 
Log AT=(Log A)T. We zullen verdcr 
met w1 ,wc resp. de wegen bedoelen 
-1 - . die z resp. z beschrijven als z de 
weg W beschrijft. Met -W bedoel0n 
we W met omgekeerde orientatie. Oak 
gebruiken we de algemene formule 
f f( z) dz = f 
W WC 
f(z) clz , 
die bv, door parametervoorstelling van de integratieweg blijkt. 
( 5) 
(' 
We vinden nu 
C 
Log(A)= 
+2 ?Ti 
J log z .(zI-AC)-1 dz= 
w 
f,.., log z(zI-A)-1 dz. 
-W'-' 
-Wv omsluit weer alle eigenwaarden, en kan door deformatie in W warden 
overgevoerd als A geen negatieve eigenwaarden heeft. In dat geval is 
dus Log(Ac)=(Log A)c. 
Vervangen we in (5) I A door A, dan blijkt 
zA dz 
log z 'zA-I z 
J -1 Trekken we h1ervan I · log z,z dz=O 2.f, dan komt er 
-
1
- J log z . I 2rri ,, zA-I 
-W'-' 
dz 
z 
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hetgeen na substitutie Z= J-1 overgaat in 
Gemakkelijk is na tc gaan dot W steeds in WCI kan warden getrans-
formeerd zonder over eigenwaarden heen te trekken. Derhalve 
(Log A f. 
Onder de restrictie dat A geen negatief reele eigenwaarden heeft, 
vinden we uit Log(Ac)=(Log A)C nag dat Log A1= -LOE A. Dit volgt oak 
direct uit de formule 
die men op soortgelijke WlJZe als de bovenstaanden bewijst. 
We kunnen een kleine variatie Aanbrengen, door aan de /\ 1 s tussen 
Oen -1 het argument 1T, en die tus-
sen -1 en - r:;<J het argument - 11 toe 
te kennen. D8arbij sluiten we het :e-
val dat -1 een eigenwaarde van A is, 
uit, We kunnen nu W zo kiezen dat 
lib-WI. Noenen we L in clit geval LOG '·:i 
clon 0elclt 
LOG A1= -LOG A ( A en A+I regulicr). 
Bovenstaande resultaten kunnen warden Jebruikt om stellingen ov0r 
exponentiele representatie v3n motrices te bewijzen. Bijvoorbeeld: 
,--, 
AA...,=I iR fI=8 (R reeel) , 
W3nt Log A= Log Arc= -(Log A):, dus i Log A reeel. 
Oak dit: Is A ortho~onaal, A+I regulier, dan A=e8 , waarin S scheef-
symmetrisch is (S= -ST). Want ~OG A= LOG AIT=(LOG AI)T= -(LOG A)T. Is 
A bovendien reeel, clan zijn er in het geheel geen negatieve eigenwaar-
den, zodat LOG A=Log A, en clus 
( ) C C 
0 1 LOG A = (Log A)= -(Log Av ) = I I -Log A= -LOG A= LOG A. 
0erhalve is clan S retel. 
Li tera tuur: , 
N,G. de Bruijn en G. s2ekeres, Nieuw Archief v.Wisk. (3) 3,20-32 (1955). 
... 
Colloquium Matrixfuncties 1955-1956 
o.l.v. 
Prof.Dr N.G. de Bruijn 
Vierde voordracht 
door 
Dr C.G. Lekkerkerker 
18 November 1955 
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Reeds eerder is opgemerkt, dat de nxn matrices (n een natuurlijk 
getal), bij geschikte normdefinitie, een Banach-algebra vormen. In deze 
voordracht zullen we een beknopte behandeling geven van de theorie der 
Banach-algebra's. We beginnen met nog eens de definitie van het begrip 
Banach-ruimte op te schrijven. Met ;\ , /:c zullen we steeds complexe ge-
tallen bedoelen. 
Een Banach-ruimte Bis een lineaire ruimte over de complexe getal-
len, waarin een norm na11 gedefinieerd is, die voldoet aan 
1. !Ja II ;,:;o, 11a11 =0 slechts dan als a=0 
2. ll11all = l11l, Ital! 
3 • l I a + b II ~ l la 11 + II b/1 
4. Bis volledig t.a.v. de metriek d(a,b), die we in B krijgen 
door te stellen d(a,b)= lla-b U. 
Laten eens Ben C twee Banach-ruimten zijn. 0nder een transforma-
tie van Bin C zullen we steeds verstaan een eenduidige afbeelding T 
van Bin C, Is in het bijzonder Chet complexe vlak, dan heet zulk een 
transformatie een functioneel op B. De transformatie T heet lineair als 
geldt 
( 1) T(a+b) = Ta + Tb, T( /\ a ) = I\ (Ta) 
en beperkt als er een constante k2:_0 is, zod3nig dat 
(2) !\Tall ~ k. I/al/ voor a EB 
(de eerste norm in C genomen, de tweede in B). ~e kleinste k, waarvoor 
(2) geldt, heet de ~ van T en wordt geschreven /IT JI • 
We beschouwen nu de verzameling Ader beperkte, lineaire transfor-
maties van een Banach-ruimte B in zichzelf. Voor TE A en Sc. A definie-
ren we transforma ties T+S en II T d .m. v. de re la ties 
(-T+S)a=Ta + Sa, resp. T( 7ia) = 11(Ta); 
dan behoren T+S en ~Took tot A en is A een lineaire ruimte over de 
complexe getallen. Verder definieren we )IT II , voor TE A, op de hierbo-
ven genoemae wijze. Men ziet gemakkelijk in, dat dan aan de eisen 1,2,3 
voldaan is. We laten zien, dat A ook volledig is, en dus een Banach-
ruimte. 
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Zij T fA(n=1,2, ..• ) en \lT -T \l ---10 als n,m~ cP. We hebben 
n n m 
)lTna-TmaJj f l!Tn-Tm !J. 1l all (a ( BL dus bestaat er bij elke E. )-O een 
rangnummer n, z6 dat voor elk element a van B geldt: 
0 
(3) IITna - Tma\l (£ j\all als n,m )n0 • 
Dus bestaat lim T a, voor a E. B. We stellen die limiet voor door Ta. 
n-:)oO n 
Daardoor wordt een zekere transformatie T van Bin B gedefinieerd. Uit 
lim T a Ta voor a f B, en de 11neariteit der T leidt men gemakkelijk 
n~oon=, n 
af dat T lineair is. Uit (3) volgt verder: 
als 
dat 
l)Tna - Taj! ; €,_ \lall als n > n 0 , voor elke a~ B, dus IITn-TI·! ~ £ 
n >n • Dus is lim T =T. Tevens is T beperkt. Hiermee is aangetoond 
o -:} 00 n A volledig is.n 
Maar er is meer. Twee transformaties Ten Suit A kunnen, behalve 
opgeteld 3 ook warden vermenigvuldigd. We definieren TS d.m.v. de relatie 
(TS)a = T(Sa) (aE_B). 
Het is duidelijk, dat dan de transformaties uit A een (niet noodzakelijk 
commutatieve) ring vormen. De identiekc transformatie I is eenheidsele-
ment in deze ring. Daarbij is l)Ill =1. Verder is (),;T)(p.S)=(il.µ.,)TS. Ten-
slotte is 
\\T(Sa)ll ~ I\TII. l!Sal\ .L )IT)\. !Isl!. ]la/I, voor alle a, 
dus II TSll <C !IT ll . JI S ll. 
::::. 
We geven nu een definitie van het begrip Banach-algebra. 
Een Banach-algebra is een Banach-ruimte, die tevens een ring is, 
met eenheidselement e, waarvoor geldt: 
(4) ( ;)a)(/Lb) = (,/\,I-<-) ab, 
terwijl de norm, behalve aan 1-4, ook voldoet aan de ongelijkheid 
5. llabl/ ,f Jja II. lib ii. 
Doorgaans eisen we ook 
6. lle/1=1. 
Uit de voorgaande beschouwingen volgt dat de beperkte, lineaire 
transformaties van een willekeurige Banach-ruimte Bin zichzelf een Ba-
nach-algebra A vormen, als we norm en product op de aangegeven wijze 
definieren. Dit geeft direct voorbeelden van Banach-algebra's. Zo krij-
gen we, uitgaande van de n-dimensionale complexe vectorruimte, de matrix-
ruimte MRn, die bij geschikte normdefinitie een Banach-algebra is. Op 
p.5, ondera~n, werd in MRn een norm ingevoerd juist volgens het voor-
schrift dat hierboven in het algemene geval gegeven is. 
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Eisen we niet speciaal dat 6 geldt, dan is in elk geval wel \\ell) 1, 
tenminste als de algebra meer dan alleen de nul bevat. Want is a/0, dan 
is !lall = llael! <Ila)!. f/ell, dus l!el) ~ 1. We tonen nu aan dat we in een 
;z 
gegeven Banach-algebra A altijd een nieuwe norm llall ' kunnen definieren, 
z6 dat de eigenschappen 1-6 gelden, met vervanging van H II door H ll 1 , 
en er bovendien twee positieve constanten c 1 en c2 zijn met 
(5) c 1 11all ~l!all 1 fc 2 j)a/l voor a f A. 
Laat eens T de transformatie zijn, vastgelegd door Tax=ax 
a 
(xEA, aE.A). We definieren nu )/ail '=)!Tall. U{t ,llTaxll i \laJJ. llx/f, 
ljT ej/ == Harl volgt !lafj '<. Ila II, resp. !la I) 1~ -- • II all • Dus geldt (5) a 1 z - Ile!/ met c1== --- , c2=1. Tevens is /!all ' ). 0 a ls a.;Lo. Verd er geldt ti ejj 
i)~a l/ '= IA). II all ', /la+b I/'~ Ila)/'+ /lbll ', !lab /I 1 ~ Jla II '. H b I) 1 (vgl. 
de analoge eigenschappen van de Banach-algebra over A). Voorts is 
Jlell 1 = llTpj/ =1. Zij tenslotte (an} een rij met \Jan-aml) '---+0 voor 
n,m--)-90, Krachtens de reeds bewezen relatie (5) is dan !Ian-am)/--? 0 
voor n 3 m -4 o0, dus is er in A een element a met II an-a 11 ~ 0 voor 
n--too, dus llan-all '-+0 voor n---t·<XI, Daarmee is de bewering aange-
toond. 
Het spectrum. Is Teen beperkte, lineaire transformatie van een Banach-
ruimte Bin zichzelf, en I de identieke transformatie, dan kan men vra-
gen naar de complexe getallen A, waarvoor A I-T geen inverse heeft of 
een inverse die niet weer een (eenduidige) beperkte, lineaire transfor-
matie van Bin zichzelf is. Zulke ~ warden gezegd het spectrum van T 
te vormen. Men kan dit begrip oak opstellen voor een willekeurige Banach-
algebra. 
Zij A een Banach-algebra, e het eenheidselement. Een element a tA 
heet 
regulier, als a zowel een links - als een rechtsinverse (dus een 
inverse) heeft; 
singulier, als a geen inverse heeft. 
Is a £. A, dan noemen we de verzameling der /\ , waa rvoor /\ e-a sin-
gulier is, het spectrum van a, voorgesteld door o-(a). De verzamelin~ 
der ~ , waa rvoor /\ e-a regulier is, stellen we voor door p (a) ( resol-
vent set). Voor een matrix is het spectrum de verzameling der eigenwaar-
den. 
Stelling I. Voor het product van twee elementen a en b geldt: 
1 . l' d - 1 . is a regu ier, an ook a 
2. zfjn a en b regulier, dan is ook ab regulier 
J. is ab regulier en zijn a en b verwisselbaar, dan zijn a en b 
beide regulier 
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4. is a singulier en b regulier, of omgekeerd, dan is ab singulier. 
-1 -1 . -1 1 · Bewijs. Ad 1. We hebben a.a =a a=e, dus is a regu ier, 
( ) -1 -1 -1 -1 ( ) Ad 2. We hebben ab b a =b a ab =e. 
Ad 3. Stellen we (ab)-1=c. Dan is abc=e en cba=cab=e, Dus is a 
regulier. Evenzo b. 
. -1 1 · Ad 4. Stel eens dat b en ab regulier ZlJn. Dan is b regu ierJ 
wegens 1, evenzo a=(ab)b- 1, wegens 2. Tegenspraak. Evenzo 
het andere geval. 
Stelling II. Zij a EA en p(x) een polynoom in een onbepaalde x met com-
plexe coefficienten. Dan is u(p(c1)) de verzameling der punten P(11) met 
'A Ea-( a). 
We merken op dat, als /J.E. u(p(a)), niet noodzakelijk voor alle A 
met p(l\)=/-Lgeldt11E:cr(a). 
Bewijs. Zij /l 1Eo-(aL /1,L1=p( ~ 1 ). Onderstellen we eens dat /u:1e-p(a) 
regulier is, dus dater een element z is met (fl1e-p(a))z=z(µ1e-p(a))=c, 
La ten ;\ 1 , Ji 2 , ••• ~;) m de wortels van ,Al1-p(.i1 )=0 zijn, zodat, met zekere 
ct,/f,L1-p(i))~Oi-(;, 1-1i)(A 2-A) ... (Am-A). Daar de elementen a en ;,ie 
onderling verwisselbaar zijn, is ook ;U-1e-p(a )= o<..( ;\ 1e-a) ( .-1 2e-a) .. ·8me-a). 
Dus m m 
(;) 1e-a). Ci JT( ~1 e-a)z=e; z 0( 71""' (~ie-a),(~ 1e-a)=e, l=2 l=2 
Dus i\ 1e-a is regulier. Tegenspraak. Dus ;U1fo-(p(a)). 
Zij nu omgekeerd µ 1E..cr(p(a)). Er zijn weer o~; )i 1 ,/\ 2 , .... ,f1m 
met ;U,1e-p( a)= 0( (.11 1e-a )(?i2e-a) ... (i)me-a). Waren nu a lle elementen ;\ i e-a 
regulier, dan was wegens stelling I ook het product, en dus j<1e-p(a) 
regulier. Dus is ~ ie-a singulier voor minstens een index i, d.i. 
~iE.CT(a) voor minstens een wortel van p(-1)=_/(1 . 
Stelling III. Zij a regulier. Dan geldt:i\E. v(a) ~ ~- 1 E,U(a-1 ). 
Bewijs. Zij ~ c)o en11f P(a). Er is een element z met ci e-a)z=z( /le-a)=e. 
Dan hebben we ook 
'i-1 -1(.- ) 1 ( -1 1-1) 1 /l a )le-a z A a= a - A e . A za=e, 
.A_az( ).e-a)). - 1a-1=Aaz(a- 1 - A- 1e)=e. 
-1 ,-1. . -,-1 1 Dus a -A. e is regulier, dus A f f(a- ). Hieruit volgt de stelling. 
We willen nu enige eigenschappen afleiden van het spectrum van cen 
willekeurig element. Van fundamenteel belang is daarbij de volgende 
Stelling IV. Is ll a/I <. 1, dan is e-a regulier en er geldt 
( 6 ) ( e-a ,,- 1 = e + a + a 2 + a 3 + .•. 
Bewijs. De reeks in het rechterlid van (6) convergeert in norm en geeft 
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bij vermenigvuldiging mete-a juist e. 
Uit stelling DJ volgt onmiddellijk 
Stelling V. Is 11 e-x II < 1, dan is x regulier. 
Uit stelling IV kunnen we oak a1'leiden de iets algemenere 
Stelling VI. Bestaat b-1 en is I I all ,c_ l\ b-1 1/ -\ dan bestaat ook ( b-a )-1 
en er geldt 
(7) ( ) -1 -1 -1( -1) -1( -1)2 -1( -1)3 b-a = b + b c1b + b ab + b ab + ..•. 
Bewijs. We hebben llab-111 .c. II all . llb-1 11 < 1. Wegens stelling IV bestcJat 
( -1)-1 -1( -1)-1 { ( -1)· J -1 ( )-1 dus e-ab , en dus oak b e-ab = e-ab b = b-a . Tevens 
geldt (7). 
Is x
0 
regulier en !lx
0
-x/j-<- jjx
0
-
1 // - 1 , dan mogen we stelling VI 
toepassen met b=x , a=x -x. Dat geeft 0 0 
Stelling VII. Is x regulier en 
' 0 
er gt-:ldt: (8) 
Uit de laatste stelling volgt dat de verzameling der reguliere ele-
menten open is. Uit (8) kunnen we afleiden d3t op die verzameling x- 1 
een continue functie van xis. Immers is x
0 
regulier en beperken we x 
tot de omgeving llx-x
0
lJ ,t,_ ½ jlx
0 
-
1
,i-1 (het rechterlid in deze ongelijk-
heid is zeker positief), dan hebben we krachtens (8): 
ot> (?O 
/I x-1 -xo -1 II= )! xo-1 £~ { ( xo-x )xo -1; n I/~ I/ xo-11/ . ~ ( II xo-x//. /lxo-1 jl)n 
Ljlxo-1}/ · )Jxo-x// .j/xo-1/j ,(1+½+ J + ... )=2 l/xo-xj/.)/xo-1// 2 
-
-1 -1 Dus x _, x als x ~x . 
-~ 0 0 
Uit de stellingen Ven VII kan men afleiden 
Stelling VIII. Het spectrum van een slement ::i is begrensd en gesloten" 
Bewijs. Voor l?il) !Jal! is l(e-(e-c1/,1 )11<1, wegens stelling V dus 
e-a/A regulier, dus :A.e-a regulier. Dus is CJ(a) begrensd, en wel bev~t 
in de cirkel \ )d-<. I I a 11 • Is verder ;t_ e-a regulier, dan wegens stelling 
VII oak A.e-a, a~ I:\- ~
0
f <'.'...j)(;l.
0
e-~)-1 j/-1 . Dus is ()(a) open, dus 
u( a) gesloten. 
Later zullen we zien dat het spectrum nooit leeg is. 
Integralen. Zij gegeven een functie x(l), met waarden in een gegeven 
Banach-algebra A (of oak Banach-ruimte), gedefinieerd en continu op een 
gegeven Jordankromme C in het complexe vlak, met (eindige) lengte Len 
met een bepaalde orientering. Met continu bedoelen we: 
____ M_e_t_be_!:l~-~ V!:Jn ___ cl~_ overdPkkingsste)-}ing van Heine-Borel toont mer; 
1 - ' 1 1 1 ···- . -~ x-- = ;Lx -(x -x)jl - =:x - +x - ). ! (x -x)x - 1 n 
. o o o o "--~ L o o 
11= I , 
( 8) 
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op de gebruikelijke wijze aa~, dat x(~) uniform continu is op C: 
Zij Deen willekeurige verdeling van C, met deelpunten 
.:l
0
, ),_ 1 , A. 2 , •.. , ). m' gerangschikt in de zin van de orientering van C en 
met I in het beginpunt, A in het eindpunt van C. Zij L. de lengte /1... 0 Til l 
van het segment van de kromme C tussen de punten )._ 1_1 en A 1 
(1=1,2, ... ,m). Laten verder Y1 , y2 , ... ., Tm punten van de kromme C zijn, 
z6 dat 1:". behoort tot het segment (A_. -1, 71_.) van C. Dan heet max L1. l l- 1 -l i 
de wijdte van Den 
m 
s = L 
1=1 
x(c'.)().-;\_. ,1) 
l l l- 1 
een som van Riemann van x(A) t.o.v. de verdeling D. 
Bewering. Is E > O, dan bestaat S >o, z6 dat het verschil van twee 
sommen van Riemann in norm kleiner dan [_ is, als de wijdten van de bij-
behorende verdelingen van C kleiner dan S zijn. 
Bewijs. Zij J' een positief getal, z6 dat )lx(il_)-x(;, 1 ) I/<. fr: als 
I).-) 1 \ <: 6 (,)i, A I f C). Beschouw twee verdelingen D1 en ::::>2 van C met 
wijdten <6, en laten s1 en s2 twee sommen van Riemann t.o.v. D1 resp. 
D2 zijn. Zij n3 een verfijning van D1 en D2 en zij s3 een som van Rie-
mann t.o.v. D3 . Dan geldt, als i\. 0 ,A. 1 ,). 23 ... ,/1.._m de deelpunten van DJ 
zijn, 
Dus 
Rijen Sn, behorende bij verdelingen waarvan de wijdten tot nul no-
deren, hebben nu een eenduidig bepaalde limiet. Die limiet heet de in-
tegraa 1 fc x(,l)d ,l . Eigenschappen: 
1) J - J + J , als C samengesteld is uit c1 en c2 c c1 c2 
2) J
0
A.x(}\_)dA =fa.Jc x(il)dA; ~ r(,\)adA = Jc r(?t)dA. .a, 
als f(~) een complexwaardige, continue functie is en a een element van A. 
Algemener is 
Jc Tx(A)dil. = T fc x(A.)d A, 
als Teen heperkte, lineaire transformatie van een Banach-ruimte Bin 
een Banach-ruimte B' is en de w8a rden van x(A) in B liggen ( immers de-
zelfde betrekking geldt voor corresponderende sommen van Riemann). 
4) Ingeval C een segment (a,b) op de reele as is, geldt 
b b )l J x(;Udi\JI~ J !lx(i\) II d A. 
a - a 
In qet algemene geval hebben we in elk geval de schatting 
als de reeks gelijkmatig convergeert. 
Zij a een element van A. We tonen nu aan 
StellingJX. Het spectrum van a is niet leeg. 
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Bewijs. Stel eens dat het spectrum van a leeg is. Dan is ( )_ e-a )-'1 ge-
definieerd voor alle A. 0ok is ( Ae-a)-1 , als inverse van een element, 
-/0 voor a lle /\. . Dus II (A_ e-a )- 1 11 is gedefinieerd en > 0 in het hele 
complexe vlak. 
Voor />-.I) 2 jj a// is wegens ( 6) 
ll(e-a/A_)-111= 1/e+a/A +(a/ii. )2+ ... /)<2. 
Dus nadert l/ ( ;\ e-a)-1 1/ tot nul voor )A.l-toO. 
We weten al dat in het algemeen x-'1 een continue functie is van x. 
Dan is ook //(Ae-a)-'1 /) een continue functie van A. We leiden een 
ongelijkheid voor deze functie af. 
Zij A
0 
willekeurig.V~or );\-A
0
/.cj/(;
0
e-a)-'1l/-1 is wegens (8) 
(9) (Ae-a)- 1=(,A
0
e-a)-'1 + (A
0
-;"\)(A
0
e-a)-2 +()i
0
-,l\) 2 (A
0
e-a)-3+ .... 
Zij nu r een willekeurig geta 1 met Oz. r L // ( ;\
0 
e-a )-1 /) -'1. We vullen in 
(9) in A= A0 +reitp (0-::;tp ,s27T) en integreren r:aar 'P . Krachtens 5) en 
2) mogen we her le id en - --
27T S {(A
0
+r2i'P )e-aj -'1 d tp 
o 21T 2TT 
= 2Tf(11 0 e-a)-
1 +1 rei'l)a~.(J\
0
e-a)-2+J (rei'f)2a4>.(j\
0
e-2)-3+ ... 
0 0 · 
= 2T/( ?i.
0
e-a )-'1_. wegens 4) dus 
27T 
( 10) II (~oe-a) -1 II f; irrJ II 1 (~o +rei 'P )e-af II d 'P. 
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We nemen nu voor A
O 
een punt in het complexe vlak, waa r \l ( :A e-8 )-'1 
een absoluut maximum heeft, terwijl er in elke omgeving van Ao punten 
zijn, waar de functie kleiner is, Op grond van het voorgaande is dat mo-
gelijk. Maar dan geeft (10) een tegenspraak. Daarmee is de stelling be-
wezen, 
Gevolg. Is A een (eventueel scheef) lichaam, dan is A isomorf met het 
lichaam der complexe getallen, 
~~wijs. Zij a EA. Er is een /L , waa rvoor A e-a singulier is. Maar nu 
is O het. enige singuliere element in A. Dus a= A e. Hieruit volgt de 
bewering. 
Continuiteit van het spectrum. W0 w1llen nu nagaan of er iets valt te 
zeggen over de verandering van v( a), a ls cJ va rieer:-t. We zullen een 
zwakke vorm van continuiteit van CJ(a), als functie van a, afleiden. 
Het woord continuiteit behoeft hierbij een nadere precisering, Want het 
spectrum van een element is een deelverzameling, en wel een niet-lege; 
compacte deelverzameling, van het complexe vlak. En in de collectie F 
van zulke verzamelingen kan men op verschillende wijzen een topologie 
invoeren. Allereerst kunnen we bij elke t > O en elke verzameling D0 
uit de collectie F de deelcollectie van verzamelingen D uit F bekijken 
die bevat zijn in de E, -omgeving van D
0
, waarvoor dus geldt 
max afst ( o<. ,D ) L..£ . Die deelcollecties voldoen aan de gebruikelijke 
O<En o 
ax1Dma's voor omgevingen in een topologische ruimte. Alleen geldt niet 
het scheidingsaxioma. 
Een veel sterkere topologie, ja zelfs een metrisering van F krij-
gen we door als afstand van twee verzamelingen D1 en D2 in te voeren 
het maximum van de twee uitdrukkingen 
La ten we de afstand van D1 en D2 voorstellen door p (D1 ,D2 ). Men gaat 
gemakkelijk na dat geldt f)(D 1 ,D2 ) ~ 0., f (D1 ,D2 )= P(D2,D1L 
(-l(D,1'DJ) <f}(D1 ,D2 )+(°(D2 :D3 ). En uit fl(D 1 ,D2 )=0 volgt afst ( c<,D2 )=0 
voor <:x E. ~, dus D1 ~ :J2 , en evenzo D2 ~ D1 , dus D1=D2 • 
Continuiteit van het spectrum t.a.v. de eerste topologie wil zeg-
gen, dat het spectrum v(a) er bij variatie van a niet plotseling een 
nieuw stuk bij krijgt. Continuiteit t.a.v. de tweede topologie zou wil-
len zeggen, dater ook niet plotseling een stuk verdwijnt. We zullen 
nu bewijzen 
Stelling JC,.. Zij a een element van A en f_ ),0, Dan is er een S )0, z6 
dat v (x) bevat is in de £ -omgeving van v( a), als ll x-a H ,<_6. 
Bewijs. Zij 0-(a) def-omgeving van 0-(a) en v 1 c (a) de ½E-omgeving [ 2C 
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van 0-(a). We kunnen de afsluiting van 0- 1 (a) overdekke~ met eindig 
-[ 
veel cirkels, alle met straal -} f. en middeipunt in 0,-- (a)~ Zij _O_r 
,..,,* ... ~ rr -de vereniging van die cirkels en ..;::,.. LE.. het complement - van :_ C Dan is 
v;: (a) C Jl C rT. (a). De verzameling Jl.* is gesloten, begrensd door 
· d1.,,f .. ::l l.;=:kE..l h 1 1 . [0() 0 d 1· . ein ig vee cir es en ge ee ge egen in I a . p eze verzame ing is ( A e-a )-1 begrensd. Zij ii ( A e-aj- 1 11 ~M op nt· . Wegens stelling VII 
is (,/\ e-x)-1 regulier als ;\EI\: en /Ix-al/< I/ (i\e-a)-1 1/ -1, dus zeker 
als /\ $ 0'i_ (a) en · //x-a /( <=Ji- . Dus cr-(x) is bevat in o-.ja) 
a ls ll x-a Ii< F = i 
Analytische functies met complex argument. We beschouwen eenwaardige 
functies x()), gedefinieerd op een open verzameling in het complexe 
vlak; met waarden in een gegeven Banach-algebra (of ook Banach-ruimte) 
J.,' 
We noemen x(A) differentieerbaar in een punt ~ van de definitie-
\' cr:,;ameling, indien het quotient x(.)()-x(A O ) een eind~ge limiet, geschre-)i - /1 0 
ven x'(A 0 ), heeft als)➔ A.o· Een functie xU), gedefinieerd op een 
op2n verzameling ~, heet (locaal) analytisch op D, als x(A) differen-
tj_e1:;rbaar is in elk punt van D. 
Allcrlei stellingen uit de gewone functietheorie kunnen ook voor 
de hier beschouwde functies warden bewezen. We beginnen met 
StelJ.ing XI (stelling van Cauchy). Zij x(J) analytisch op een enkelvou-
dig sam1:;nhangend gebied G. Zij C een gesloten kromme in G, Dan is 
r v() )d ). -0 1 .. -.. I{ ,Ii - • 
'--'C 
Bew~)s. Zij allereerst C een driehoek ,6 , met omtrek s. Trekken we de 
verhindingslijnen van de middens der zijden, dan krijgen we vier drie-
hoeken -6 1 , 6 2 , ;) , /\ 4 . Bij geschikte orientering is 
J( = J( 1+ ( 2+s. 3+ J 4. Op grand van de eigenschappen van de norm is ~ 6,. J6, /\ 6. 
dan ook I/ Jl.1 /1 ~ /t(~,/}+ /Jt~i1J+ /IJA3 //+ //J 4iJ}/ · 
E~~ is dus een index i met 1 ~i ~4, \IJ Lli}/ ~ J IIJ /j I/. Door herhalin~ 
van di t precede krijgen we een rij ineenges;-ha kelde driehoeken 6 , z6 
n 
:ist de omtrek van 6 n gelijk is aan 2-ns en dat JlJ.6. 
11
/1~ '-j-n /j J, IJ · 
7~j ~ 0 het gemeenschappelijke punt van deze driehoeken. ~aar x1A) an2-
:,,,::::1.cch is, hebben we x(tl)=x(A
0
)+()i- ')..
0
{+( -~
0
)a(~) met a(;)) 4" O 
-~oor_~ ➔ ~o· Nu is voor gewone complexe functiess dA=J (~-Ao)dA~O 
Dus is, op grand van 2), ~h <ln 
d""JS 
j,,.. x ( Ji ) d A =J d ,r) • x ( ~ 0 ) + ( ( ~ - !l O ) d ;\ • x ' (If O ) + ( (1'- ~o) a ( ~ ) d ~ \ /Jn 6n IJ6h J6.ri 
' =J (~-~ 0 )a(~)dJi, 
61"\ [/ J 
110 
x(A)d /\ I/ = //J,, ( ;\ - Ao)a(;\)d ;\ II i( 2-"s) 2 
r; ( x'(10 ) 
max I/ a (:A) I/~ 
~E t;n 
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waarbij a(A) een functie is die tot 0 nadert voor A----}~ 0 • Bij elke t. )0 
is er dus een rangnummer n, z6 dat 
It JA x(ll )d A /I < 4-n E_ • Dus is // J: i/ ~ £ . Dus 
de stellinghbewezen ingeval C een drieho\k is. 
f =0. Daarmee is 
~ 
Is C een polygoon, dan kunnen we Cop de gebruikelijke wijze in 
driehoeken verdelen, waarna de stelling ook voor dit geval volgt. 
In het algemene geval gaan we aldus te werk. De functie x(~) is 
uniform continu in een zekere O -omgeving van C. Dan kunnen we een ver-
deling ( ~, ~,u ) 2 , ... ,~ =~)van C vinden, met wijdte L 8, zodanig 0 I m O . 
dat de som van Riemann L x( ~ . ) (;) . - .::) . 1 ) minder dan een willekeurig l l l-
VOorgeschreven bed rag G afwijkt, zowel van J x(~ )d /l, als van J x( ~)d ~ , waar 7r het polygoon is met hoekpunten A 0 , ~ 1 , Jt2 , ... '~m= 10 . 
HiTruit volgt de stelling in het algemene geval. 
Zij C een enkelvoudige, gesloten Jordankromme, die een punt ;) 0 in 
positieve zin omsluit. Zij x(~) analytisch binnen en op C. Dan kan men 
de formule van Cauchy afleiden. Door de stelling van Cauchy en de dif-
ferentieerbaarheid van x(~) in ~o te gebruiken vindt men dat 
( x(?l)-x(.::lo) d 11=0. Dus is 
Jc ~ - ~ 
0 
(11) _1_s x(~)d~=-1-s xOo)dtl=x(i'\). 
27Ti C /1-4 2TTi c ~-~ 0 0 0 
Uit de formule van Cauchy kan men verschillende andere resultaten 
afleiden. 
a) Het maximumprincipe. Is x(~) analytisch binnen en op de cirkel 
/A-A0 l=r (r>0), dan is 
x(;) 0 ) = - x(~ 0 +r e
1 ~ )d f, 1 i27T . 
2?°TI, 
wegens 4) dus 2rr 
(12) llx(A 0 ) II§ 2~[ J/x(A 0 +r e1 f )lJ d'f, 
0 
zodat x(t1) in de cirkel / 11 - ';,, J -;; r zijn maximum a lleen op de rand aan--
neemt. Formule (10) is een bijzonder geval van (12) (zie c)). 
b) 0ok x 1 (iJ),x 11 {;)), ••• zijn analytisch en we hebben 
(13) x(n)(!l ) = _El_ J x(;\) d ~ 
o 2TTi C (A- Ajn+1 ' 
als C enkelvoudig, gesloten en~ binnen c. 
• 0 
c) ~e reeks van Taylor: is x(~) analytisch binnen en op de cirkel 
f~-~o} =r(r>0), dan geldt 
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'\ (A-~cjn (n)(~ ) 
x(,i))=x(;, )+(1)-11 \x 1 ( II )+ .... + -'-~- x .11 0 +. • • ., o d o n! 
voor l 11 - ~ 
0 
j ~ r. Omgekeerd is een functie, voor te stellen door e~n 
machtreeks in ~ - A , met coefficienten in A, analytisch. B. v. de uit-
o 
drukking ( /\ e-a)-1 is analytisch, waar hij bestaat, krachtens (9). 
d) De stelling van Liouville: is x( ~) ana lytisch voor alle /I , en 
begrensd, dan is x(~) een constante. 
Voorbeelden van Banach-algebra's. 
I De beperkte, lineaire transformaties van een ·gegeven Banach-
ruimte in zichzelf vormen een Banach-algebra, bij de gebruikelijke defi-
nitie van som, scalair veelvoud, product en norm (zie p.25). 
II Zij Deen compacte ruimte (voldoende is dat Bolzano-Weierstrasz 
geldt) en A de verzameling van de complexwaardige functies f=f(x), ge-
definieerd en continu op D. Som en product van twee elementen f,gE A 
leggen weals volgt vast: 
f + g = h 
f g = k 
f(x) + g(x) = h(x) 
f(x) g(x) = k(x) 
(x(D), 
(x!.D). 
Evenzo vermenigvuldiging met een scalar. Voor de norm van een element 
ff A nemen we 
ll f lJ = max I f ( x ) / 
x (D 
Men bewijst zonder moeite dat bij deze definities van som, veelvoud, 
product en norm, A een Banach-algebra is. Eenheidselement is de functie, 
die identiek 1 is. Verder is duidelijk dat een element f een inverse in 
A heeft, dan en slechts dan als f(x)fO voor alle x £.D. Het spe-etrum V3n 
een element f is dus de verzameling van de functiewaarden van f (een ge-
sloten, begrensde verzameling complexe getallen!). 
In het bovenstaande is de keuze van de compacte ruimte D geheel 
willekeurig. Men mag er b.v. voor nemen het gesloten interval [0,1] . In 
zekere zin is het nu behandelde voorbeeld het meest algemene voorbeeld 
van een commutatieve Banach-algebra: het is bekend dat elke commutatieve 
Banach-algebra A voorgesteld kan warden als deelalgebra van de algebra 
van de complexwaardige functies, gedefinieerd en continu op een zekere 
::;ompacte ruimte (verkregen door een bepaalde, zwakke topologie te defi-
nieren in de verzameling van de z.g. maximale idealen in A). 
III De begrensde, complexwaardige functies op een willekeurige ver-
zameling V vormen een Banach-algebra, als som, veelvoud, product gedefi-
nieerd warden als onder II en )If/I= sup !r(x)/ . Het spe,etrum van een 
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element f is nu de afsluiting van de verzameling van de functiewaarden 
van f. Elke compacte verzameling in het complexe vlak is spectrum van 
een geschikt gekozen element f, mits V ten minste aftelbaar is. 
IV We beschouwen de verzameling F van de continue, complexwaardige 
functies f(x), gedefinieerd voor O ~ x ~ 1. Optelling en vermenigvuldiging 
met een scalar definieren weals onder II. Als product van twee elemen-
ten f,gf F nemen we de functie (f-¾-g)(x), bepaald door 
(14) (01-g)(x) ~ ! 1 f(t) g(x-t) dt, 
waarbij we de functies periodiek buiten [0,1] voortgezet denken. Het is 
duidelijk, dat (14) een continue functie van x definieert, die dus weer 
een element van Fis. Verder is de vermenigvuldiging commutatief, wegens 
1 X 1 
(g*f)(x) =1 g(t)f(x-t)dt= J g(x-t)f(t)dt= 1 g(x-tf(t)dt=(f*g)(x). 
0 x-1 • 0 
Berekenen we de Fourier-coefficienten van ( f * g) (x). Zij 
1 1 
(15) O(n=l f(x)e-2rrinxdx, Pn=I g(x)e-21'rinxdx (n=0,_.±.1,_.±.2, •.• ). 
0 0 
Dan is f 
0 
1 1 
(f*g)(x)e-271inxdx = j f(t)(l g(x-t)e-2rrinxdx)dt 
0 0 
~ j 1 f( t). /\e-27Tintdt ~ O<n /Jn ( n~o, :+:1, :+:2, ... ). 
0 
De verzameling Fis blijkbaar een (commutatieve) ring. Er is echter 
geen eenheidselement: was e(x), met Fourier-coefficienten (Jn, eenheids-
element, dan zou wegens het voorgaande gelden /3n=1 voor alle n. We 
voegen nu formeel een eenheidselement e toe en beschouwen de verzameling 
Ader uitdrukkingen 
f + ~ e , ft F. 
In A definieren we de optelling op de gewone wijze, en de vermenigvuldi-
ging als volgt: 
(f +~e)¥(g +µe) = f¥g +/lg +µr + ;iµe. 
Dan is A een~ring en een lineaire verzameling. Ook geldt (4). 
Verder voeren we in A een norm in door te definieren: 
\\ f l I = ma x f f ( t ) I , 
/lr + -1 el/= llri/ + IA! 
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Dan is aan de normeigenschappen voldaan (o,a. volledigheid). I.h.b. is 
l!(r+i\e)#-(g+,A.e)J/ = Ur*g+/\g+;(lg+¼eU = 1/f~g+Ag+,.Ur)j +IA)L,f 
< llril • /l gJ/ + I ?t I. 11 g IJ + !;f.L}. II r II + I ilJi-1 
= 
= ( llrll +l)d ).( !lgl/ +Iµ.{)= II r+J\el/.ltg+}le II. 
Dus is A een Banach-algebra. 
Sporen we het spectrum van een clement f- il 
0
e € A op. We bepa len 
daartoe de verzameling van de complexe getallen I\, zodanig dat f- ::\e 
singulier is, 
Stel eens dat f- /I e regulier is. Dan is er een element g-j.le , fl., 
zodanig dat ( f- i\ e) yf(g- )Le )=e., dus 
f*g- ~g-;{tf = o, 
Daaruit volgt allereerst ~ /o, A= A-1 . Verder z1Jn alle Fourier-coef-
ficienten van f*g-'lig-~- 1 r nul. Dus, als O(n en /3n de Fourier-coef-
ficienten van resp. f(x) en g(x) zijn, zoals gedefinieerd door (15), 
dan is 
dus 
Hieruit volgt: A /(X voor alle n. 
n 
Zij nu omgekeerd ~ een complex getal, waarvoor geldt: 
Definieren we geta llen r n d .m. v. ( 16). Dan is 
We schrijven (3 n a ls volgt: 
A = - et / -i 2 ( o<n/,1) 2 
I "n n /I + 0( - ?i ' 
n 
Op grond van de stelling van Parseval convergeert L /0<nf 2 . In het biJ-
zonder nadert O< tot nul voor In 1--.+co. Dus convergeert 
00 2 11 e:JC> 2 ~ \ o<n· I \o<n 2 7Tinx 
n~eo O(n-?t • Dus convergeert de reeks L,.__,J;J. -~ e absoluut en 
-00 n 
stelt een co'htinue functie h(x) voor. Beschouwen we nu de functie g(x), 
gedefinieerd door 
g(x) = I\ -2 (h(x) - f(x)). 
M 37 
Het is een continue functie, metals Fourier-coefficienten de hierboven 
gedefinieerde getallen (3 n. De Fourier-coefficienten van f-;,f-g- 11g - A -1r 
zijn dan alle nul. Wegens de stelling van Parseval is deze functie, daar 
hij continu is, dus identiek nul. Hieruit volgt (f- Ae) i't(g-;\ - 1e)=e. 
Dus is f- /\ e regulier. 
De conclusie is dat het spectrum van f bestaat uit 
ficienten van f(x), met het getal nul. Het spectrum van 
verkregen uit dat van f door te verschuiven over - ~
0
• 
de Fouriercoef-
f- A e wordt 
0 
V. Beschouwen we de verzameling A van alle complexe vectoren 
a= £-, .. ,0:_1 ,0<' 0 , 0{1 , CX2 , ... J, waarvoor L-~l°'k.l convergeert. Als 
norm nemen we /I al/=:£_'% l<Xkj. Optelling en vermenigvuldiging met een 
scalar geschiede elementsgewijs; de vermenigvuldiging zij gedefinieerd 
als volgt: 1 
, waar 
cO 
y k= L ~- /3k- 0 • 0 ° 00 J J J=-
Men gaat gemakkelijk na, dat A een commutatieve Banach-algebra is. 
Eenheidselement is de vector e= £Ek] met £ 
0
=1, £ k=O a ls k/0. Men 
kan de beschouwde Banach-algebra ool<beschrijven als de verzameling 
van de (continue) functies f(x), die te ontwikkelen zijn in een abso-
luut convergente Fourierreeks: 
co 
(17) f(x) = L.. o<k e271ikx 
k=-oO 
met de gewone definitie van som, veelvoud en product, en met norm 
llrll =r-foi,.k/. Het is nu duidelijk dat de beide volgende beweringen 
~equivalent zijn: 
1°. het spectrum van een ~lement r:l= £0( kj bestaat uit de verzame-
ling van de geta llen L CX ke 2TT ik (Of 8 51) 
2°. is f(x) te ontwikkelen in een- abs~luut convergente Fourier-
reeks (17), dan is ook - 1- in zo 1 n reeks te ontwikkelen, als (en 
_f ( x) 
slechts als) f(x)/0 op [o,~ ,stelling van N. Wiener). 
De bewering 1° kan men aantonen door de homomorfieen van A op het 
lichaam der complexe getallen te bestuderen; zo 1 n homomorfie heeft de 
gedaante 
met zekere reele B, 
geven de elementen a 
waarvoor dus steeds 
/\(a) = L ()(k e27Tik 8 , 
8 
en heeft als kern een maximaal ideaal in A; voorts 
van A die in geen enkel maximaal ideaal liggen -
Ae(a)fO - juist de reguliere elementen van A. 
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We merken nog op, dat het spectrum van een element a in A hetzelfde 
is als in de ruimere Banach-algebra van de op [0,11 continue functies, 
beschouwd onder II. 
VI. Een Banach-algebra vormen ook de complexe vectoren a= { o/0 ,011 , .. J . 
waarvoor E'~ /ex k j <. oo, als we optelling en veelvoud op de gewone wijze 
vastleggen en norm en product definieren d,m.v. de relaties 
\la 11 
De algebra is ook te beschrijven als algebra van de oneindige drie-
hoeksmatrices, die in elke diagonaal constant zijn: 
Q(o 0(1 O< 2 ()( 3 0 •••••• 
0 O!. ex ex 
0 1 2 .... 0 '- •• 
0 0 C<o cx1 
••••• 0 • 
0 0 0 0( , 
0 ....... 
.. • " ••••• 0 • 
00 
of als algebra van de machtreeksen f(z)= Lo O:k k z J die absoluut con-
vergeren voor /zf $ 1. 
Het spectrum van een element a is de verzameling getallen 
L~o<k zk, /z! ~ 1 (hieruit volgt weer: is f(z)/0 in lzl ~ 1, dan is 
1/f(z) weer een in tz/ -S 1 absoluut convergente machtreeks). 
VII Zij Geen open deel van de complexe bol, G de afsluiting van 
G. We beschouwen de verzameling van de complexe functies f(z), die lo-
caal...:analytisch op Gen continu op G zijn. Som, veelvoud en product de-
finieren we op de gewone wijze, terwijl we a~s norm van f nemen 
ltr/1 = max 
z £ IT 
ir(z)j 
Jan krijgen we een Banach-algebra. Het spectrum van een element f is de 
verzameling der getallen f(z), z E IT. 
Nemen we speciaal voor G de cirkel jzl ,( 1. Zij B de bijbehorende 
Banach-algepra. De onder VI genoemde Banach-algebra A van de op I z/ ~ 1 
a bsoluut convergente machtreelu,en is een dee la lgebra van B: a ls verzame-
ling is A bevat in Ben de algP.braische operaties (som, veelvoud, pro-
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duct) zijn dezelfde. De normen zijn echter verschillend. We kunnen aan-
tonen dat A niet volledig, en dus geen Banach-algebra is t.a.v. de norm 
[rn] aangeven waarvoor in B. Bovendien kan men in een rij 
-·---+ 0, terwijl .-..:,. oo. 
VIII. Een gesloten deel0lgebra A1 van een Banach-algebra A is weer 
een Banach-algebra. Een deelalgebra is hierbij een deelverzameling van A, 
waarbij men door de vorming van som, scalair veelvoud, product niet bui-
ten de verzameling komt. De verschillende axioma 1 s voor een Banach-alge-
bra blijven uiteraard doorgaan. Alleen is voor het volledig zijn van A1 
nodig dat A1 gesloten is in A. 
Het kan voorkomen dat A 1 een ander eenheidselement heeft dan A. 
Hebben A en A' hetzelfde eenheidselement en heeft een element 
a~ A1 geen inverse in A, dan zeker niet in A 1 • Dus, in begrijpelijke 
notatie, v'(a) :::>tJla). Het kan gebeuren dat 0-1 (a) en 0-(a) niet samen-
vallen. 
IX We geven tenslotte enige voorbeelden van eindig-dimensionale 
Banach-algebra's, als deelalgebra 1 s van de matrixalgebra MRn. 
De triangulaire matrices ( 0~ ) vormen een niet-commutatieve Ba-
nach-algebra. 
De cyclische matrices, 
vormen een commutatieve Banach-algebra, isomorf met K [x] (mod xn-1), 
waar K het lichaam der complexe getallen is. We hebben b.v. 
en 
met c. 
]. 
= ~ L_ ,. 
j +k =- i +1 ( n ) 
De matrices 
n . 1 n ~ b xi- - r- c 
L,_ i -~ i i=1 - i=1 
i-1 X 
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vormen een cornmutatieve Banach-algebra, isomorf met K [x1 (mod xn). 
Literatuur. I. Gelfand, Normierte Ringe, Recueil Math~m. N.S. 9 (1941), 
3-24. 
E. Hille, Functional analysis and semi-groups, Am. Math, 
Soc.Coll.Publ. XXXI(1948). 
L.H. Loomis, Abstract harmonic analysis, New York 1953, 
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We beginnen met enige aanvullingen op de vorige syllabus. 
In de laatste alinea van voorbeeld II op blz. M 3~ moet een cor-
rectie worden aangebracht. Dat een commutatieve Banach-algebra A voor-
gesteld kan worden als deelalgebra van de algebra van de complexwaar•· 
dige functies, gedefinieerd en continu op de verzameling van de maxim3•• 
le idealen van A, geldt slechts ender de restrictie, dat A radicaal 
nul heeft. 
Op blz. M 33 is het maximumprincipe voor analytische Banachfunc-
ties van een complexe veranderlijke besproken. Men kan zich de vraag 
stellen in hoeverre het verscherpte maximumprincipe ook voor dergeliJk~ 
functies geldt: kan een niet-constante analytische functie, gedefinieP~d 
in een cirkelgebied, een maximum binnen de cirkel hebben? Uit hetgec~ 
op blz. M 33 is behandeld volgt, dat een dergelijke functie constante 
norm heeft. De vraag wordt dus: kan een niet-constante analytische 
functie een constante norm hebben? Deze vraag zullen we met behulp van 
een voorbeeld bevestigend beantwoorden. Hieruit volgt, dat het ver-
scherpte maximumprincipe niet geldt. (De stelling van Liouville (maxi-
mumprincipe voor het gehele complexe vlak (zie M 34,d)) geldt echter 
wel). 
Beschouw de verzameling van de paren (ol,~) complexe getallen. 
Scalaire vermenigvuldiging, optelling en vermenigvuldiging worden comp~-
nentsgewijze gedefinieerd; de norm definiE:iren we door H (Ol. J 0) \\ = 
= max ( \d-...\J I 0f). ~it komt overeen met voorbeeld III op blz. M 34, 
als men voor Veen verzameling met 2 elementen kiest; hieruit volgt 
dat we een Banach-algebra verkregen hebben. We defini~ren nu x(A)=('1: A~= 
('1,0)+ A(0,'1). Het is duidelijk, dat dit een analytische functie is. 
Verder is \Ix().) \I= max ('1., 11\I) en dit ='1 als ji\\ ~ '1. Ten slotte is 
de functie niet constant. 
Aan de lijst van voorbeelden van Banach-algebra's voegen we nog 
het volgende voorbeeld toe. Neem een willekeurige niet-lege verzame-
ling St en laa t aan iedere ot E .0.. ePn R:'"18Ch-a lgebra B~ toegevoegd 
zijn. Beschouw de verzameling A van alle functies f(~) gedefinieerd 
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op SL, waarvoor geldt f(-:7\.) ~ Boi.. voor alle O(..f.f"Len verder 
sup \lf(ol-) II'-- oo. Scala ire vermenigvuldiging, optelling en vermenigvul-
Ol.€. ~L 
diging defini~ren weals in II blz, M 34. De norm wordt gedefinieerd 
door II f ll == sup II f(c;.) \\ . Dat A een Banach-algebra is, is makkelijk in 
o..E TI.. 
te zien. Voorbeeld III van blz. M 34 ontstaat hieruit door voor alle 
B<:it..de verzameling der complexe getallen te nemen. Een element f van A 
is dan en slechts dan regulier als f(o1-,) regulier is voor alle o1..f: fl en 
bovendien sup ll f(Ol\.)- 1 II< oo, Dus A if.('. ( f) dan en slechts dan a ls 
c1,,E:.O.. -1\\ · · 
-Ate(f(ot)) voor alle o<...~.D..en bovendien sup \I( Ae-f(o(.)) <.oo, H1eru1t 
Ol ~ Jl. 
en uit de geslotenheid van het spectrum volgt dat V cr'(f(c1,)) ( G (f). 
""- €. .Q.. 
Dit kan een echte inclusie zijn, Neem n .1. voor .0... de verzameling der 
natuurlijke getallen en neem B =MR . Neem voor f(n) de nxn matrix (1) 
n n 1 van blz. M2 met A=1. Dan is llf(n) 11=2 en Hr(n)- ll=n; verder bestaat 
<:5' (f(n)) alleen uit het getal 1. Deze f(n) defini~ren een element f van 
A. Uit Hr(n)-1 1l=n volgt echter direct dat OE.<5' (f). Het is zelfs mak-
kelijk na te gaan., dat ,:;f (f) bestaat uit alle A waarvoor geldt \A-1 \ f 1. 
We behandelen nu het begrip analytische functie in een Banach-alge-
bra op analoge wijze als in de tweede voordracht voor matrices is ge-
schied. Hiertoe bespreken we eerst kort een aantal voorbereidingen die 
hoofdzakelijk betrekking hebben op de topologie van het platte vlak. De 
volgende hulpstelling is hierbij fundamenteel. 
Hulpstelling 1. Als Keen compacte verzameling en Seen open ver-
zameling in het complexe vlak zijn met K<: S, dan bestaat er een begrens-
de open verzameling U, zodat Kc U en U~ S, zodat de rand van U bestast 
uit een eindig aantal disjuncte, rectificeerbare, gesloten Jordankronrr1en 
en zodat de afsluitingen van de componenten van U disjunct zijn. Men 
kan aan de randkrommen van U op een en slechts een manier een dusdanJ.g0 
orientering toekennen, dat door deze randkrommen samen ieder punt van 
U eenmaal in positieve zin en ieder punt buiten U nul maal omlopen wordtr 
Het bewijs wordt met een bekend Heine-Borel-argument gevoerd. Hier-
bij blijkt dat men voor de rand van U zelfs een aantal disjuncte; dub-
belpuntvrije gesloten polygonen kan verkrijgen. 
We zullen een verzameling U, die aan de eisen van hulpstelling 1 
voldoet een (K,S)-verzameling noemen. Als K leeg is, spreken we van een 
S-verzameling. Het in overeensternming met de eisen van hulpstelling 1 
georienteerde stelsel randkrommen van U noemen we de geori~nteerde rand 
van U. 
De volgende twee hulpstellingen zijn uitbreidingen van de stelling 
van Cauchy ,(zie stelling XI, blz. M 32). A zal steeds een Banach-alge-
bra voorstellen, 
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Hulpstelling 2. Als x(A) een analytische functie in de zin van 
blz. M 32 is met complex argument en waarden in A, die gedefinieerd is 
in een open verzameling Sen als U een S-verzameling is met georienteer-
de rand W, dan geldt J x(A)d A =0. 
w 
te verzameling der complexe getallen duiden we aan met C. 
Hulpstelling 3. Als x(A) een analytische functie als in hulpstel-
ling 2 is, gedefinieerd op een open verzameling S, als u1 en u2 beide 
C-verzamelingen zijn, waarvan de rand in S ligt, als Wj de georienteer-
de rand van U. en T. het complement van U. is ( j=1,2), als U,,, f"'IT2 c. S en J J s J J , I 
als u2 "'T1 cs, dan geldt· x(A)dA= x(A)dA. 
w1 w2 
De bewijzen van deze_hulpstelling geven we niet. Hulpstelling 3 is 
een algemene formulering van het principe van het verschuiven van inte-
gratiewegen. 
Hulpstelling 4. Als a €. A, dan is ( A e-a )-1 een ana lytische functie 
van t\. , gedefinieerd voor AE: e (a). (Zie blz M 34 bovenaan). 
Hulpstelling 5. Als x(A) een analytische functie als in hulpstel-
ling 2 is, gedefinieerd op een open verzameling S, a ls a t:. A en a ls u1 en 
u2 beide (cr'(a),S)-verzamelingen zijn met georienteerde randen w1 en w2 , 
dan geldt J x(l\)(Ae-a)-1dA= S x(A)(Ae-a)-1a..\. 
w1 w2 
Bewijs: Dat het product van twee analytische functies analytisch 
is, bewijst men als in de elementaire analyse. Dus x(A)(Xe-a)-1 is ana-
lytisch op de open verzameling Sr- e(a). Als T. het complement van IT, 
J J 
is (j=1,2), dan geldt u1 cs en T2 ce(a), dus U1 t"\T2 cs,....e(a) en analoog 
u2 f'\T 1 <: S ('\ e (a). Uit hulpstelling 3 volgt nu de gevraagde gelijkheid. 
m 
Als p( t )= ~ lf ( t- d.k) een complex polynoom is en a E.A, dan is 
m k=O 
p(a):: (1> 1f (a-Olke). Uit stelling II op blz. M 27 volgt dat p(a) dan 
k=O 
en slechts dan regulier is als de nulpunten van p(t) in e(a) liggen. 
Als r(t) een rationale functie is, kan men r(a) vormen als alle polen 
van r(t) in e(a) liggen: schrijft men n.l. r(t)= ~f~j met polynomen 
p(t) en q(t), dusdanig dat alle nulpunten van q(t) in e.(a) liggen, dan 
definieren we r(a)=p(a) q(a)-1 = q(a)-1 p(a). Dit resultaat is onafhan-
kelijk van de keuze van p(t) en q(t). 
Stelling 1. Als r(t) een rationale functie is, als a EA, als alle 
polen van r(t) in e(a) liggen, als S het complement van de verzameling 
der polen van r~t) is en als U een ( cr(a);S)-verzameling is met georien-
teerde rand W, dan geldt 
r(,a) == 1 
2 iTi 
J r(t)(te-a)-'1 dt. 
w 
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Bewijs: We bewijzen eerst het_speciale geval, dat r(t) identiek 
~1 is. Dan is S=C, Op grand van hulpstelling 5 verandert de integra3l 
niet als we W vervangen door een positief georienteerde cirkel w1 met 
middelpunt in de oorsprong en straa 1 > 2 ,1 a II • Voor t c W 1 geldt dan llt-1a li = \tl-'l \la\\<.½, dus (te-a)-1=t-\e-t-1a)-1"" ~ t-k-1 ak; de 
k=O 
convergentie van de reeks is uniform in t voor t ~ W 1 • Op grand van · 
eig~nschap 5 op blz. M 30 geldt 2 ~i J (te-a)-1dt= 2 ~i J (te-a)-1dt= 
op k 1 J -k-1 1 
=~a -- t dt=e, 
k- 2 11i 
- w 
In het alg~mene geval schrijven we r(t)= ~t~j met polynomen p(t) 
en q(t) dusdanig dat alle nulpunten van q(t) polen van r(t) zijn. Nu N-1 · 
kan meb schrijven p(t) q~s) - p(s) q(t) = (t-s) f=;o pj(s)tJ met polyno-
men p.(s). Men mag hierinN£1voor s ~ubstitueren en vindt dan 
p(t)g_la) .. p(a7q(t)=(te-a) h p.(a)tJ. Nu is 
. J=O J 
r(t)e - r(a) = q(t)-1 p(t)e - q(a)-1 p(a) = 
= q(t)-1 q_(a)- 1 { p(t) q(a) - q(t) p(a)} = 
N-1 . 
= q(t)-1 q{a)-1 (te-a) h- p.(a)tJ. Dus er geldt 
J=O J 
-
1
- J r(ti(te ... a)- 1 dt = r(a) - 1- J (te-a)-1 dt + 
21T1w 2-rr1 w 
N-1 s 
+ q(a)-1 4- p/n) ~- q(t)- 1 tj dt = r(a); het laatste geldt op 
J=.J 2 n l W 
grand van het reeds bewezen gedeelte der stelling en op grand van het 
feit dat q(t)-1 ~nalytisch is in S (hulpstelling 2). 
Een functie F(z) gedefinieerd op een verzameling V CA en met func-
tiewaarden in A heeb analytisch in a sls er een omgeving O van A en een 
rij rationale functiea \rm(t)} bestaat, z6 dat O CV, z6 dat alle po-
len van alle rm(t) in e (z) liggen voor alle z E:0 en z6 dat F(z)= 
= lim r (z) uniform v:,or alle z E.0. 
m➔ oo m 
Een functie F(z) gedefinieerd op V heet analytisch in V als zij 
analytisch is in ieder punt van V. Dit impliceert dat V open is. 
Opmerking: F behoeft niet op de gehele V limiet van eenzelfde rij 
rationale functies te zijn. 
Hulpstelling 6 (Runge-Mantel). Als Seen open verzameling in het 
complexe vlak en als f(t~ een.locaal-analytische complexe functie op S 
is, dan is er een rij rationale functies { rm(t)} , z6 dat alle polen 
van alle r (t~ buiten S liggen en lim r (t)=f(t) voor alle t E: S, waar-
m ➔ = m bij de convergentie uniform is in Wlk compact deel vans. 
~ 
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Opmerking. De ligging van de polen van r (t) k1n nag verder wor-
m 
den voorgeschreven: als X een (eventueel lege) verzameling in het com-
plexe vlak is, die disjunct is met Sen die met elke begrensde compo-
nent van het complement T van Seen niet-lege doorsnede heeft, dan kan 
warden voorgeschreven, dat alle polen van alle rm(t) in X liggen. Men 
kan dus een toegelaten X verkrijgen door in elke begrensde component 
van Teen punt te kiezen. Bij deze formulering is hulpstelling 3 op 
blz, M 15 een speciaal geval van deze stelling. Als n.l. alle componen-
ten van S enkelvoudig samenhangend zijn, heeft T geen begrensde compo-
nenten en kan voor X de lege verzameling warden gekozen; alle rm(t) 
zijn dan polynomen. 
Stelling 2. Laat S- een open verzameling in het complexe vlak zijn 
en f(t) locaal-analytisch op S. Als z E.A, als G' (z) CS en als Uz een 
(~(z),S)-verzameling is met georienteerde rand W
2
, dan is 
1 J f(t)(te-z)- 1 dt 
2 7Ti W 
z 
op grond van hulpstelling 5 onafhankelijk van de keuze van W
2
• Deze in-
tegraal definieert een analytische functie F(z) op de verzameling H 
bestaande uit alle zEA met <S(z)cs. En wel geldt, als lrm(t)} een 
rij rationale functies is met polen buiten S, z6 dat lim r (t~=f(t) 
m ➔ = m 
voor t ES en wel uniform in elk compact deel van S, dat lim r (z)=F(z) 
voor alle z EH, terwijl bij iedere a EH een omgeving besf~~ w~ar deze 
convergentie uniform is, 
Bewijs: De verzameling H 1s open op grand van de compactheid van 
het spectrum en op grand van stelling X op blz. M 31. We bewijzen nu 
dat F(z) analytisch is in a EH. Laat U
8 
een (u'(a):,S)-verzameling zijn 
met georienteerde rand w
3
, dan is er een omgeving o1 van a zodat voor 
z ~ o1 geldt., dat d (z) cu3 , dus dat Ua een (cs'(z),S)-verzameling is. Dus 
F(z) = - 1- J f(t)(te-z)- 1 dt voor z to1 • 21fi W 
a 
We bewijzen nu dater een omgeving o2 van a bestaat zodat l\ (te-z)- 1 \I begrensd is voor z E-02 en t E. W • Noem daartoe o<. = 
= max I\ ( te-a )-'1 \\ , dan is o1.. > 0. Neem voo~ o2 de ½ OI. - 1 -omgeving van c:i. t e. w 
a 
Op blz. M 28 is bewezen da t ui t I\ x-x
0 
II < ½ \\x
0 
-
1 \\ - 1 volgt dat 
ll -1 -1 \ \ -1 I 2 x -x0 I~ 2 \. x0 -x \I II x0 , • Neemt men hierin X=te-z ( t E: w8 , z E. o2 ) 
en X0 =te-a, dan is x-x0 =a-z en lla-zll <½ o1...- 1 ~½ \\(te-a)- 1 ,\-1, dus 
\\(te-z)- 1-(te-a)-1 \\~ 2 \\z-al\ 1\(te-a)-1 \\ 2 <.ot.., dus l\(te-z)-1 \\ <2oi-.., 
Noem 0==01 ri o2 . 
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Volgens hulpstell~ng 6 is er een rij rationale functies ~ r (t) ~ l m ., 
met polen buiten S, zodat lim r (t)=f(t) voor t ~Sen zodat de conver-
-oo m 
gentie uniform is in iedermcompact deel van S, in het bijzonder dus op 
W • Dus lim r (t)(te-z)-1=f(t)(te-z)-1 uniform in t en z voor t EW8 a m➔ 00 m 
en z E. 0. Met behulp van stelling 1 vinden we 
F(z)= _L J 
2 7ii w8 
= lim r (z) m➔ o-o m 
f(t)(te-z)- 1 dt= lim - 1- J rm(t)(te-z)-1 dt = 
m➔ oo 2 --(Ii W 
8 
uniform voor z E: 0. Hiermee is stelling 2 bewezen. 
Uit stelling 2 leiden we nog de volgende stelling af. 
Stelling 3. Als Seer. open verzameling in het complexe vlak is, 
als f(t) en g(t) op S loca;:'1-,:rnalytisch zijn, als a EA, als r:s' (a) CS en 
als U een (~(a),S)-verzameling is met geori~nteerde rand W, dan geldt 
-
1
- f f(t) g(t)(te-a)-1 dt = - 1 - J f(t)(te-a)- 1 dt '1 Jg(t)(te-ar1a 
2 ·rr1 W 2 lli W 2 iii W 
Bewijs: Laat {rm(t)} en {r;(t) ~ rijen rationale~functies zijn 
met polen buiten S, zodat lim r (t)=f(t) en lim r (t)=g(t) voor 
m-➔ oo m m➔~ m 
t E. S en wel uniform in eJ.k' compact deel van S. Dan geldt 
lim r (t)r~(t)=f(t)g(t) voor t ES en wel uniform in elk compact deel ➔ ·= m m Wans. Uit stelling 2 volgt 
lim r (a)= - 1- J f(t)(te-a)- 1 dt, m ➔ oo m 2"l'ri W 
lim r;(a)= - 1- J g(t)(te-a)-1 dt, 
m➔ oo 211"i W 
lim r (a)r*(a)= - 1- J f~t)g(t)(te-a)- 1 dt. m➔ oo 111 m 2 ,,-i W 
Uit lim rm~a )r;(a )= lim rm(a). lim r*(a) volgt de gevraagde formule. 
m➔ oo m➔ .-x, m➔ oo r.i. 
Opmerking. Stelling 3 kan ook warden be1qezen zonder gebruik te ma-
ken vnn de ste::.ling van R1Jn:::;-::-Moritel. We laten dit bewijs hier volgen 
(zie ook blz. X 21 midden). 
Kies een (f,S)-verzar.i.eling u1 met geori~nteerde rand w1 . Natuurlijk 
is u1 ook een (lii''.a).,S)-verzameling. Voor tE.W geldt nu 
g(t) = - 1- S ~(sf ds, dus - 1 - J f(t)g(t)(te-a)- 1 dt = 
2 ,-a w1 - 2 iii w 
= -
1
- J f(t) - 1 - S ~ ds (te-a)-1 dt = 
21fi W 21fi W s -t 
1 
= 
1 ff (t)g(s) (te-a)-1 ds dt 
(2il'i)2 w w1 s-t . 
Nu is (te-a)-1 -(se-a)-1- '"'-+-\f+-0.~'-\:::,8-r-i) ,.,, dus bovenstaande inte-
graal is gelijk aa~ 
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f(t)g(s) ( )-1 dt + 
-s-t se-a ds 
+ 1 2 S S f(t)g(s)(te-3)- 1 (s~-a)-1 ds dt = (2-rfi) w w 
1 
g(s)(se-a r- 1 2 ~i J ~~~) dt + 
1 
+ 2-rfi 
= -2
1
. f f(t)(te-a)- 1 dt • 
jl""l W 
w 
S f(t)(te-a)- 1 dt 2~ 1 S g(s)(se-a)-1ds = w w1 
2 ~i J g(t)(te-a)-1 dt. 
Stelling 4. Laa t a EA en F( z) ana lytisch in a zijn. Laat -{ rm ( t)} 
een rij rationale functies zijn en O een omgeving van a, z6 dat de po-
len van alle rm(t) in p(z) liggen voor alle z E:0 en lim r (z)==F(z) m ➔ .. m 
uniform voor z ~O. Dan is er een open verzameling S in het complexe 
vlakmet cr(a)cs, z6 dat alle polen van alle r (t) buiten S liggen en 
m t rm(t)} voor t E:. S uniform convergeert naar een op S locaal-analytische 
functie f(t). Bij elke (d(a),S)-verzameling U met georienteerde rand W 
bestaat een omgeving o* van a, z6 dat voor z E:.0* geldt <r'(z) C.U en 
F(z) == 2 ~ 1 -l f(t)(te-z)- 1 dt • 
Als s1 een open verzameling in het complexe vlak is met d(a)c.s1 , al,s 
r1 (t) een op s1 gedefinieerde locaal-analytische complexe functie is, 
als u1 een (G"'(a),s1 )-verzameling is met georienteerde rand w1 en als 
o1* een omgeving van a is z6 dat voor z E.0/- geldt c;r'(z) c.u1 en 
F(z) = 2 !1 J' f 1 (t)(te-z)-1 dt, 
1 
dan is er een open verzameling s2 in het complexe vlak met s 2 c S r-S 1 , 
cs'(a) cs2 en f(t) == r1 (t) voor tE_S 2 . 
Bewijs: a + te is een continue functie van t. Er is dus een f > O, 
zodat voor It I <. f geldt a +te E- 0. Laa t S de f> -omgeving van cf (a) zijn, 
dan is S open en bij iedere ;\ E- S bes ta at een y.. ~ o-' (a), zoda t pi. - ,,u--\ <- p. 
De polen van rm(t) liggen buiten S: neem n.l. Af.S en JA-E1:r'(a), z6 dat 
\A-p.l < f' , dan is a+(?i..-JJ,-)e-€.0 en A=>-1-+(A-JA,)E.ct(a+(A-~)e), 
dus A geen pool van r (t). Kies e:. > O; er is dan een N z6 dat voor m >N 
m 
en k >N geldt ll rm(z)-rk(z) \\ < f. voor z E:0. Noem q(t)=rm(t)-rk(t), dan 
is l\q(a+te) ll < £. voor lt I< f. De polen van q(t) liggen buiten S. Kies 
een /\.€Sen daarbij een µ_Ed(a) zodat \A.-~\<.j', Noem 
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q (t) - q(t)-q(,>,) dan liggen de polen va_n q-'l(t) buiten S. Omdat 
-1, - t-_,\ , I 
er'(a+( A- }-l-)e) c.s, mogen we in ( A-t)q1 (t)=q(.,\)-q(t) voor t substitueren 
a+(A-JJ-)e. Dit geeft ( })--e-.a)q1 (c1+(A-JJ..)e)=q(,\)e-q(a+(A-JA,)e). Omdat 
J,..>..e.o'(a) is µ..e~a singulier, dus, op grand van stelling I 3 op blz. M26, 
(p .. e-a)q1 (a+( A-f-J..)e) singulier, dus q(A)EG'(q(a+(A-J-l-)e)L dus, op 
grond van het bewijs van stelling VIII op blz. M28, \ q( ),.. ) \ ~ 
§\lq(a+(A-,-..)e)ll<t.. Daarmee is bewezen dat lrm(t)} uniform conver-
geert voor t cS. De limiet is dus een locaal-analytische functie f(t) 
gedefinieerd op S. 
Uit stelling X op blz. M31 en uit de compactheid van d(a) volgt, 
dat er een omgeving o1 van a bestaat z6 dat voor z E.01 geldt cf (z) ~U. 
Noem 0~= Of'\01 . Omdat verder alle polen van alle rm(t) buiten S, dus 
buiten U liggen, vinden we uit stelling 1, dat 
r (z) = 2 ~. j r (t)(te-z)-1 dt voor z E.0~. Voor iedere vaste z E..0 ... m i W m 
is \\ ( te-z r 1 \\ vo r t ~ W een continue functie op een compac te verzame-
ling, die dus begrensd is. Omdat verder W cs, geldt lim r (t)(te-z)-1= 
-1 . . . m ➔ oo m 
=f(t)(te-z) uniform voor t tW. Hieruit volgt 
F(z) = lim r (z) = lim -2
1
. Sr (t)(te-z)-1 dt = m ➔ oo m m~oo -rri W m 
1 r 1 
= rn J f(t)(te-z)- dt. 
w 
Noem nu s3 = S r-S 1 , dan is s3 open, d (a) c.s3 en f(t) en f 1 (t) 
beide gedefinieerd op s3 . Kies een ( d(a),s3 )-verzameling u2 met ge-
orienteerde rand w2 en een omgeving o2 van a zodat voor z ~o2 geldt 
""" ~ d(z) cu2 . Noem o3= 0 n01 Ao2 . Voor z E.03 geldt dan 
F(z) = 2 :i J f(t)(te-z)- 1 dt, 
2 
F(z) = 2 ~i j r1 (t)(te-z)-1 dt. 
w2 
Noemen we ~(t) = f(t) - r1 (t), dan geldt voor z E03 : 
0 = 2 ~ 1 J a(t)(te-z)-1 dt. 
w2 
Er is een f 1 > O, zodat voor Jt\ <f-1 geldt a + te E.03 . Laat s2 de f 1-
omgeving van d (a) zijn. Stel dat er een A €.- s2 is, waa rvoor J(A)/0. 
Er is dan een µ.,e.G'(a), zodat \A-_µ.\-< f 1 , dus a+( A- p-)e E..03 • Noem 
h(t) = @(t~>,_%(?1.), dan is h(t) analytisch in s3 . Verder is ~(t) = 
= ~(A)+(t-AJh(t); vult men dit in de gegeven betrekking in en stelt 
men z=a +( /\ - p.-) e, dan komt er ( onder toepa ssing van stelling 1) 
/ 
O = <a,(A)e + 2 ~i J (t- 1\)h(t)(te-a-( A -- JJ-,)e)-'1 dt. 
w2 
Past men hierop stelling 3 en stelling '1 toe, dan vindt men 
e == ( )J.e-a)~(.},)"-'1 2 ii J h(t)(te-a-( A-f')e)-'1 dt, 
2 
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Dus µ..e-a heeft een rechtsinverse die met r-JLe-a verwisselbaar is. 
Hieruit volgt ~Ef(a), hetgeen niet zo is. Dus i(t) = 0 vo 'r alle t ES2 . 
Daarmee is het bewijs van stelling 4 voltooid. 
Uit stelling 4 volgt, dat als F(z) analytisch is in °"--e en als 
f(t) de volgens stelling 4 bij F(z) behorende complexe functie is, 
F(oLe)==f(o<.)e geldt. We h~bben immers F(<:>1..e)== lim rm(o<...e)== 
== lim r (D(_) e == f(DL)e. m ➔ 00 
m➔ oo m 
· Als F(z) analytisch in a is, dan is volgens stelling 4 
F(z) == 2~i £ f(t)(te-z)-'1 dt voor z in een zekerr-:; omgeving van a. Vol-
gens stelling 2 is het rechterlid echter gedefinieerd en analytisch 
voor alle z met d"(z) c S. Op deze wijze vinden we dus direct een ana-
lytische voortzetting van de functie voor alle waarden van z waarvan 
het spectrum in S ligt, dus b.v. voor alle cac-'1 met reguliere c. We 
merken echter op, dat deze z-verzameling niet altijd samenhangend is 
(zelfs niet in MR2 , als S niet samenhangend is). 
We mcken nog cnige gevolgtrekkingen uit de bewezen stellingen. 
Hiertoe eerst de volgende hulpstelling. 
Hulpstelling 7. Als Seen open verzameling in het complexe vlak 
is, als f(t) locaal-analytisch op.Sis, als a E:A, als cr'(a) cs en als 
U een (G'(a),S)-verzameling is met georienteerde rand W, dan is 
b ·== 2 ~ i J f( t) ( te-a )-'1 dt dan en slechts dan singu.lier a ls er een com-
plex getal ;\E Ci'(a) is, waarvoor f(A)==O. 
Bewijs: Stel cerst dat er een A E <r(a) bestaat met r(A) = O. Vorm 
~( t) == -ff¥, dan is ~( t) loc,rn 1--ana lytisch op ,S. Op grond van de stel-
lingen 3 en '1 geldt dan 
be 21.Ti J g(t)(te-a)-1 dt 2}i I (t-A)(te-a)-1 dt c 
== 2 ! 1 f g(t)(te-a)-'1 dt (a- Ae). w 
Daar a- A e singulier is, is op grond van stelling I op blz .M26 ook b 
singulier .ffe 
Stel nu da t f ( t ):/0 vo·,r a lle t ~ G (a). Op grond van de continuitei t 
van f(t) is er een open verzameling s1 CS zodat d(a) C s1 en f(t):/0 
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voor alle t tS1 . Neem nu een ( G'(a),s1 )-verzameling u1 met georienteer-
de rand w1 , dan is op grond van hulpstelling 5 
b = - 1-. J f(t)(te-a)- 1 dt. Verder is f(t)-'1 locaal-analytisch op s1 , 2-rfl W 
'1 1 s ( )-1 ( )-1 . dus op grond van de stellingen 3 en '1 geldt voor C= 2 ,ri W ft te-a dt 
dat e=bc=cb, dus is b regulier. '1 
Stelling 5, (1'Spe~tral Mappi_!?~ __ Theorem 11 van N.Dunford). Als aE:A, 
als F(z) analytisch in a is en als f(t) de op grond van stelling 4 bij 
F(z) behorende in een omgeving van u'(a) gedefinieerde locaal-analyti-
sche complexe functie is, dan is u'(F(a)) de verzameling van de com-
plexeEf{t.a_llen f(t) voor tEG'(a) (kort geformuleerd d(F(a))=f(<r(a))). 
Hulpsteeffi'nsg: 7 zegt, dat ·o E.o'(F(o)) dan en slechts dan als O ~f( G'(a)). 
Pas dit toe op f- °'-, F-d.e in plaats van f,F. 
Opmerking: Vergelijk stelling 5 met stelling II op blz. M27. 
Stelling 6. Als s1 en s2 disjuncte open verzamelingen in het com-
plexe vlak zijn, als aE.A, als cr(a)cs1 us2 en als s1 ..... C:(a) niet leeg 
is, dan bestaat er een omgeving O van a, zodat voor z EO geldt, dat 
s 1 ,...., G'(z) niet leeg is. 
Bewijs: Definieer een locaa 1-ana lytische functie f ( t) op s1 v s2 
door f(t)='1 op s1 en f(t)=O op s2 en laat F(z) de volgens steliing 2 
bij f(t) behorende analytische functie zijn. Omdat s1 ~ d(a) niet leeg 
is geldt op grand van stelling 5 1 E<it'.i'(F(a)). Veronderstel nu dat de 
stelling onjuist is. Dan bes ta at er een rij { ak} zo dat k ~m
00 
ak=a, 
s1 ,-...cr(ak) leeg is en d(ak) cs1 vs2 voor alle k. Jan is F(ak)=O vo0r 
alle ken dus, op grond van de continuiteit van F(z), F(a)=O in strijd 
me t '1 E. G' ( F ( a ) ) . 
Als voorbereiding tot de stelling over eenduidigheid der analyti-
sche voortzetting bewijzen we de volgende hulpstelling. 
Hulpstelling 8. Als F(z) analytisch is in een open verzameling V CA, 
dan is de verzameling H besta2nde uit die punten van A, die een omgeving 
bezitten waar F(z) identiek nul is, gesloten in V (dus V-H is open). 
Bewijs: Laat been randpunt van Hin V zijn. Op grond van stel-
ling 4 is er een open verzame ling S in het complexe vla k met r;;' ( b) c. S 
en een op S locaal-analytische complexe functie f(t), die met F(z) cor-
respondeert vo•-,r z in een omgeving O van b. Neem nu een rij punten 
{akJ met aktHl""IO en k¼m
00 
ak=b. Uit stelling 4 en akE:.Hf\O volgt dat 
er een omgeving van c:r (ak) bestaat waar f(t) identiek nul is; hieruit 
volgt dat f(t) identiek nul is in iedere component van S die met een 
der cr (ak)~een niet-lege doorsnede heeft, 
Op grond van stelling 6 bestaat bij iedere component s1 van S, die met 
r;' (b) een niet-lege doorsnede heeft een k zodat s1 r.cr'.ak) niet leeg i:,; 
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dus is f( t) identiek nul op s1 . Er is een omgeving o1 van b zoda t vo ,r 
z c£01 geldt dat <f (z) ligt binnen de vereniging van de componenten van 
S die met d(b) een ni~t-lege doorsnede hebben. Hieruit volgt direct 
F(z)=0 vo r z E.01 , dus b EH, wa3rmee de stelling bewezen is. 
We geven nog een tweede bewijs ~oor hulpstelling 8 aan. Laat been 
randpunt van H zijn, en b EV. Laat \ak\ een rij punten van H zijn met 
~m
00 
ak=b. Bij elke k i:3 er een J'k>0 z6 dat F(ak+ Ge)=0 (l0\ < fk). 
~olgens stelling 4- is er een omgeving S van G' (b) en daa rop een bij F( z) 
behorende locaal-analytische functie f(t). Zij F 1 (z) de volgens stelling 
2 met behulp van f ( t) a L3 integraa 1 gedefinieerde functh:. In een omgt:-
ving 0 van b is dus F1 (z)=F(z). Kies S )0 z6 dat de & -omgeving S S 
van o"'(b) tot S behoort. Voor k >k
0
(5) is nu <:i'(ak) CS½ 5 . F1 (ak+6>e) L, 
een ana lytische functie van de complexc voriable 0 vo, ,r \81 < ½ b • 
Kies tk z6 dat 0 <.-ck< f'k., terwijl ak+<9e (:.0 vor,r alle 10\ <. ~k. Voor 
181 < -ck is nu F1 (ak+6e)=F(ak+<9e)=0. Blijkens de machtreeksontwikke-
ling bovenacin blz. M34- is F1 (ak+6e)=0 voor 10\ ~ ½ & • Als IG\ <-½ 6 i; 
cr'(b+6e) CS, dus F1 (b+Ge) gedefinicerd. Verder is F1 (z) continu ,in 
b+8e, dus., bij vaste G (\G\ < ½b), is F1 (ak+Ele) --,)F1 (b+0e). Derh:Jlve 
is F1 (b+@e)=0 (191 < ½ti), zodat f(t)=0 in S½.S. Derhalve is er een 01:1- / 
geving o1 van b (o1 C 0), waarin F(z)=0. 
S~elling 7. (Hoofdstelling der analytische voortzetting). Als F(z) 
en G(z) analytisch zijn in een gebied G CA en als er een a ~G is, die 
een omgeving bezit, waar F(z)=G(z), dan is F(z)=G(z) voor alle z ~G. 
Bewijs: Definieer H voor de functie F(z)-G(z) als in hulpstelling 8. 
~an geldt a ~H, dus His niet leeg. Verder is H gesloten in G op grond 
van hulpstelling 8 en verder uiteroard open (in G). 0mdat G samenhangend 
is, geldt dus H=G. 
Er valt nog op te merken, dat de in de gewone functietheorie gel-
dige verscherping van stelling 7, die toelaat om uit het feit dat de 
twee functies in een zich binnen G verdichtende rij punten overeenstem-
men te concluderen, dat ze identiek zijn, hier niet geldt. Voorbeeld: 
A=MR2 , de functie z
2 is nul vo:,r a lle (g 5)met willekeurigE: complexe t . 
.Stelling 8. Als F(z) analytisch is in A, d:rn is er een gehele func--
tie f(t) zodat F(z) overal de volgens stelling 2 bij f(t) behorende 
functie is. 
Bewij~: We weten, dat F( <Xe)=f(0c)e, waarin f(t) overal analytisch 
en dus geheel is. L3ata{z) de vol.gens stelling 2 bij f(t) behorcnde 
functie zijn. In een omgeving van 0 corresponderen zowel F(z) als G(z) 
met f(t) en ~ijn daar dus identiek. Volgens stelling 7 geldt F(z)=G(z) 
voor alle z <=:.A. 
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Stelling 9. (Liouville) Als F(z) begrensd en analytisch is in A, 
dan is F(z) constant en wel = Ae met constante complexe A . 
Bewijs: Uit F( oe..e)=f(c,,._)e, volgt dat f(t) begrensd en dus constant 
= Ae is. Dus F(z)= Ae voor alle z E..A. 
Stelling 10. (Maximumprincipe) Als F(z) analytisch is in Ven G 
is een gebied met IT CV dan is er een a op de rand van G, zodat \\F(a)"= 
= max IIF(z)l\. 
z E IT 
Bewijs: Stel dater een b EG bestciat met \jF(b)\\ = ma~ \\F(z)l\ =d._, 
Beschouw de verzameling van de complexe getallen t waa~vt8r b+te EG en 
hiervan de component S die O bevat; dit is een gebied. Nu is F(b+te) op 
S een ana lytische func tie_ van t in de zin van blz. M32; ui t het maximum-
principe (blz.M33) volgt, dat l1F(b+te)1i=c1... voor tt:.S en dus voor tEc.S, 
Op S ligt een randpunt van G. 
Ook hier geldt het versterkte maximumprincipe (zie blz,M41) niet; 
dit zien we met een analoog voorbeeld in. In dezelfde algebra definieren 
we in een omgeving van ( 1,0) de functie F( A., y., )= ( 1, JJ-). Deze functie 
is analytisch; de bijbehorende f(t)=1 in een omgeving van 1 en tin een 
omgeving van 0, Deze functie heeft constante norm =1. 
Tenslotte nog een toepassing vein stelling 7. 
Stelling 11. Als Geen gebied is in A, dan is V= V d(a) een 
open verzameling met een eindig aantal componenten. aE;.G 
Bewijs: Dat V open is, is duidelijk. Neem een b ~G. Uit Heine-Borel 
volgt dat slechts eindig veel componenten van Veen niet-lege doorsnede 
met e"(b) hebben. Stel dat v1 een component van Vis, zodat v1 ~ d(b) 
leeg is en laat c E.G zo zijn, dat cr'(c)AV1 niet leeg is. Definieer 
f(t)=1 op v1 en f(t)=O op de rest van V. De op grond van stelling 2 met 
f(t) corresponderende functie F(z) is O in een omgeving van b en ~O in 
cop grond van stelling 5. Dit is in strijd met stelling 7; dergelijke 
componenten bestaan dus niet. 
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voor een in alle opzichten bevredigende beschouwing van meerwaar-
dige analytische functies en hun singulariteiten is de studie van Rie-
mannse oppervlakken onontbeerlijk. Het is duidelijk dat ditzelfde oak 
voor matrixfuncties en Banachfuncties geldt. 
Eigenlijk zijn er, in het klassieke geval van gewone complexe 
functies, twee verschillende begrippen die beide de naam Riemanns op-
pervlak dragen. Ter onderscheiding zullen we het eerste Riemanns dek-
vlak noemen. 
1°. Een Riemanns dekvlak is het boven het z-vlak uitgespreide Rie-
mannse oppervlak van een functie W=f(z). De vertakkingspunten blijven 
hierbij een speciaal en singulier karakter dragen. Men kan echter de 
omgevingen ervan topologisch en analytisch beschrijven met uniformize-
rende parameters, die zelf meerwaardige functies van z zijn. 
2°. Riemanns oppervlak. Door de collectie van alle uniformizeren-
de parameters en hun onderlinge relaties als primaire gegevens te be-
schouwen, gsat men over tot de conceptie van Klein. In eerste instan-
tie komt dat erop neer, dat men zich losmaakt van het z-vlak, en een 
oppervlak maakt waarop twee complexe functies warden beschouwd, z en w, 
die nu analoog warden behandeld. In de tweede plaats maakt men zich los 
van de gegeven ontstaanswijze uit de functie f(z), door alle op het op-
pervlak analytische functies gelijke rechten te geven. (Analy~isch be-
tekent hier: analytische functie van de uniformizerende parameters, 
evenals z en w dat zijn). 
Men komt zo tot het begrip van een topologische ruimte, die locaal 
de structuur van het complexe vlak heeft, en waarop een analytische 
structuur bestaat. Dit laatstc wordt z6 opgevat, dater (althans locaal) 
een klasse K van functies bestaat met de eigenschap dater bij elk punt 
Peen in ecn omgeving van P gedefinieerde functie (z.g. uniformizerende 
parameter) uit K bestaat waarvan alle andere functies uit K analytische 
functies zijn. Het is a priori niet briviaal dater op het beschouwde 
oppervlak overal onalytische of meromorfe functies bestaan. 
Men kan zich ook nog min of meer van de !ltopologische ruimte" los-
maken door slechts over de in het complexe vlak gelegen beelden van de 
uniformizerende par2mPtF!l"R t:on hun onderlinge relaties, te spreken. Dit 
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is echter geen wezenlijke uitbreiding van het begrip Riemanns oppervlak. 
De overgang van 1° naar 2° w~rd hierboven reeds duidelijk gemaakt. 
Omgekeerd kan m0n steeds proberen om uit twee functies z en wop een 
R,O. een Riemanns dekvlak te maken door punten met gelijke z-waarden 
boven·hetzelfde punt van het z-vlak te legg~n. Dit wordt slechts dan 
het dekvlak van een functi2 W=f(z), wanneer het niet voorkomt dat in 
verschillende punten Pen Q uniformizerende parameters tp en tQ kunnen 
warden gekozen z6 dat z en win een omgeving van P dezelfde functies 
van t P zijn die zij bij Q van t Q zijn. 
Tegenwoordig duidt men vaak met nRiemanns oppervlak 11 oppervlakken 
aan die slechts 0en confo~m•:: structuur bezi tten, en waa rop men slechts 
harmonischc functies kan b0schouwen. E~n analytische structuur is een 
conforme structuur mut een gcgev~n orientatie. Wij zullen ans hier bij 
de ana lytische structuur houden. (Niettemin bh,dt deze gent::ra lisa tie, 
die met de automorfj_1.; z---4z win de algebra der complexe getalhm samc:n-
hangt, voor de Banach algebra's ongetwijfeld perspectieven, aangezicn 
daar een grotere rijkdom aan automorfieen kan optreden). 
De gebruikelijke definitie kan zonder ve:el moeite warden gegent:-
raliseerd tot hot geval waarin men de algebra der complexe getallen 
door een willekeurigo Banach-algebra A vervangt. Zo komt het begrip tot 
stand dat we A-varieteit zullen noemen. 
Een A-va rH:iteit is een Hausdorff-ruimte waa rop s::en systeeem van 
uniformizerendc.; pa rrimE;tt::rs is gedefinieerd, waa raan nadere eisen word1::n 
opgelegd. 
Een Hausdorff-ruintc is een ruimtc waarin een coll<:;ctie van Vc)rza-
melingen is gedefini00rd die "open vcrzamelingen" warden genoemd, die 
voldoen aan de gcbruikelijke Gisen bctreffende doorsnede van eindig 
v~le en vereniging van willekeurig vele, en bovendien aan het scheidings-
axioma van Hausdorff (is PiQ, dan hebben Pen Q disjuncte omgeving2n; 
omgc:ving van P == open vcrzami..'ling die: P bevat). Samcnhang van de ruimte 
wordt niet gepostule~rd, en (!V2nmin wordt g~Jist dater eon aftelbare ' 
basis voor de open v~rzamelingen is, Anderzijds leveren de nog te be-
spreken eisen over de uniformizcrendc parameters sterke verdere gege-
vens over de topologie; i.h.b. blijkt de A-vari~teit de ver0niging te 
zijn van aftelbaar vole metrizeerbarc stukken. 
Een uniformizerende parameter (~fkorting u,p,) is ecn topologische 
afbeelding van een open deel van du A-vari~teit (verdcr met M aan te 
duiden) op een deel van de algebra A. Topologische afbeelding betek~nt 
hier: 
18 • ~6n6~nduidige afbLelding; 
2e. corrt.:spondeert PE. M met a E. A, 
een omgcving J1. p v,rn P te vinden 
dan is er bij clke omgeving O van a 
a 
did binnen O wordt afgdb~eld; a 
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3e. Als 28 , doch met verwisseling van Pen a. In plaats van 2e+3 6 kan 
men zeggen: open verzamelingen gaan wederzijds in open verzamelingen 
over. 
Er wo~dtnu van deHausdorff-ruimte geeist dater een systeem van 
u.p.'s is, dat is een collectie die aan U1 en U2 voldoet, De u.p.'s 
uit deze collectie duiden we hier met griekse letters lf' ,'1/ , ... aan. 
r;* U1. Zijn '-Pent beide gedefinieerd in P, dan is er een omgeving ..:s.~ 
van P, waa rop 'f en f beide gedefinieerd zijn, en ten op If ( ft*) gede-
finieerde analytische Bonachfunctie F, z6 dat F( c,p (Q) )= 4'(Q) voor alle 
Q f _fl.*. 
U2. Er is een aftelbare deelverzameling t..p 1,lp 2 , ... van u.p.'s in de 
collectie met de eigenschap dater bij elke P€M een index n is z6 dat 
lfn in een omgeving van Pis gedefinieerd. 
Een analytische functic op ecn open deel V van Mis een afbeelding 
F van V in A met dt:: eigenschap dat voor clke P ~ V en voor elke in P ge-
definieerde ~ geldt dEJt F(\.f)-1 (a)) analytisch is in het punt a=l.f(P). 
Wegens U1 is het voldoende dit voor slechts een 'P te eisen. 
Hcbben we in een Hausdorff-ruimte twee systemen van u.p. 's dan 
zijn daarmee twe~ A-vari~tciten ged~finieerd. We noemen deze 0quivalent 
als dcze beide systemen samen weer een systeem vormen. Dit betekent 
wegens U1 dat analytische functies op do ene varieteit ook analytisch 
zijn op de andere, en er is dus g~cn r~dsn om de twee varieteiten als 
wezenlijk verschillend aan te zicn, 
aan, 
Is 4' i e.:.:n u. p., dan geven we zijn defini tieverzomeling met 
en het beeld dan rvan in A mt:;t w . ( ..fl. )=0 .. fl. . is een open 
• l l l l 
n. 
l 
deel 
van M, en 0. is een open deel van A. 
l 
De index i is gekozen uit een 
(ni~t noodzakelijk aftelbare) ind0xverzameling. 
Laat PE.JL n fl. zijn, en lf.(P)=a, 10.(P)=b, 
l J l "l'J 
We zullen nu het paar (0i,a) equivalent noemen mGt 
dus 
het 
We kunnen ans nu van de Hausdorff-ruimte losmaken 
a t oi, b 1c o j. 
pa a r ( 0 j, b) . 
door a lleen nag 
maar over 'de o. 's 
l 
wingen dan geheel 
en de equivalonties te spreken, waarm~e onze beschou-
in A blijv2n. 
Laat gegeven zijn een collecti~ open verzamulingc:n 0. in A (i 
l 
doorloopt een ind0xverzameling 3). In de collectic van alle paren 
(oi,a)(j_( 3,a E 0i) zij e,.m (_;quivalentL:;relatic:: r-J gegcven di0 aan de 
volgende eisen voldo0t: 
E1. 
E2, 
E3. 
een 
R,;flexiei', symmetrisch, transiti.::f. 
(Oi'D)r-J(0pb), sh:chts als a=b. 
( 0i ,a) rv ( 0 j, b), dan is er c:en omge:ving 
analytische functL,~ F met F(a )=b, c::n 
M 56 
(o. ,z) rv (o .,F(z)) 
l J 
* (z(60 ). 
E4. is de vertaling van de Hausdorff-conditie. We kunnen die in twee 
equivalente vorm2n g0ven: 
E4a. Zijn (o. ,a) en (o ., b) niet equivalent, dan z1Jn 2r ori1gevingen cJf" 
~ l *~ #-* ( ) ( ) (a-EO co.) en O (b~O c.OJ.) z6 dat ..:r geen enkelc relatie Oi'c rv OJ . .,d 
l ~ -.fr-#-
bestaat met c ~ O, d c£. 0 
E4b. Is (Oi'ak)<""'J(Oj,bk) (k=1,2, ... ), ak4 af.01 ., bk-·-+bE.Oj, dan is 
( 0. , a ) "'-'( 0 . , b) . 1 
De arfeiding 43.....,4b is triviaal; 4b-443 volgt uit het feit dat A 
~ ** ffit;trisch is, dus dat er rije:n Ok 48 .:::n Ok ➔ b bestaan. 
E5. Er is een aftelbanr dcel S
0
c S, z6 dat elk8 (oi,a)(i~ S,a G;.0 1 ) 
equivalent is met een (O.,b)(j<i.S ,b;tOj). 
E6 (Gevolg van E1 t/m E5) .fzij 0. ~ de verzameling van alle a E o1 waar-1 lJ 
bij een b.aO. bestaat me:t (O.,a)rv(O.,b). Voor elke aEO.J. is b wegens 
· J l J l 
E2 eonduidig bepaald. Stel de afbeelding die aan elka a I!: 0 .. de bijbe-lJ 
horend1;,; bE.O .. to0voegt, door F.j voor. (dus F.J.(O .. )=OJ·i•:, en FJ·i· is Jl l l lJ 
de inverse c1fb1:::elding van F .. ). Dan zijn O .. en O .1 open, en F. J" is lJ lJ J l 
een topologische en analytische afbeelding van Oij op Oji' 
Btwij s. Zij a E O .. , F .. ( g )=b. Wegt,;ns de symmetrie is het voldoen-lJ lJ 
de tl.::: bewijzt.;n dat er bij elke omgeving 0 11 van b(O"C Oji) een omgeving 
0 1 van a (O'co ... ) bestaat die door F .. binnen 0 11 wordt afgebeeld., 8D 
lJ. . * lJ . . . 
waarop F .. analytisch is. Laat O cri F de in E3 geno.:;mdE:: omgeving en 
lJ * functie voorstellen. Weg...:ns E2 blijkt direct dat F=Fij op On Oij' 
Daar F analytisch., dus continu is, is ..:.:r een omgcving o1~ van a ( o*1 ¼ 0~ .. ) die door. F, .. binnrn 0 11 wordt a fgebeeld. Tcvcns is F1. J' op lJ lJ of ana lytisch. 
W2 zullen een collecti0 open verzamelingen Oi mE:t equival8ntie-
relatics die aan E1 t/m E5 voldoen, een concrete A-vari0teit noemen. 
Gemakkelijk is in te zit:!n dat een A-varieteit, door op de 
f i (.fl.i)==Oi op trivial<:.: wijze de equival .. mties tc; definieren, aanlei-
ding geeft tot een concrt:!te A-vari~teit (Hausdorff-conditie voor M 
impliceert E4 3 ; E2 volgt uit de J~nJ~nduidighcid van de f's; E3 volgt 
uit U1, E5 uit U2). 
Hebben we omgekeerd een concrete A-varieteit, dan is die afkomstig 
van een M met If I s. We dE:fini~ren M daa rtoc:: :; ls volgt: 
Een punt van Mis een volledige klasse van onderling 0quivalentc 
paren (O.,a); Mis dC:: verz3mr:.:ling van al deze klassen.1.£). is gedefi-
1 l l 
nieerd op di.: collx:;cti~ van alle klassc:n waarin cen paar (0. ,a) (a~ O.) 
l l 
voorkomt. I~ P dw klass0 van (0.,P), dan defini0ren we ill .(P)=a. Mede l T l 
wegens E2 is dit een ~6n:6nduidige afbeelding. Een open verzameling op 
Mis gedcfinicerd als ecn vereniging van willekeurig vale verzamelingen 
;f Zij iE.S., jES. 
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-1 ( *) r * -¢, ) van de vorm tp i O ,o c. Oi, O open • 
l We bewi~zen nu dat M een Hausdorffruimte is. De Hausdorffconditie 
l volgt ui t E4 8 •. De els over vereniging van willekeurig vele is na tuur-
1
1. lijk vervuld. Wat bctreft de doorsnede van eindig vele kunnen we ons be-
perken tot h1::t beschouwen van de doorsnede van een lf' i-'1 ( 0 1 ) en een 
c_.p.-1 (o!I) (i~S, j~S, O'CO., 0 11 C.O.). 
J l J 
(1) 
We moeten aantonen dat deze do~rsnede open is. De doorsnede is 
De vorm tussen accoladen is een open deel van 0. (blijkens E6), en 
l 
het beeld daarvan in Mis p8r definitie open. 
We moeten nog laten zien dat ill. een topologische afbeelding is. 
I l -1 D Trivia a 1 i::; dc1 t een open deel van Oi in een open deel van ~ i ( o1 )= i 
overgaa t. Zij vervolgens J1 een open deel van fl i, en a E. 4' i (D). 
Daar Jl open is, is tr een to .-1 (o;s.1j met 
i J . 
o~·\:oj, 'fl 1 - 1(a)~~j- 1 (o**)c. D. 
lf' .-1 (o*~') is de doorsnede vein i_p .-1 (cf"#) met If .-1 (o.), en is dus, 
J 1 , J l l 
blijkens (1), een cpi- (o"f-), wnarin O-i~ een omgeving van a is in O • Der-
halve bevat ~- (JI.) een omgE:ving van a. Daar dit voor elke a~1..pi(_([) 
geldt, is t.p i(.h.) open. 
Het is nageno~g triviaal dat onze M aan U1 en U2 voldoet. Zelfs 
geldt, als directe vertaling van E6, 
U3. Zijn i.p en t u. p. 1 s en is Jlc1e cloorsnecle van de defini tieverzame-
lingcn van t.p en )u , clan de door F= lJ-1. 'f -1 gegeven afbeelding van lp (Il) 
op 'f (fl) in de gehele if (fi) analytisch. Ook de inverse is analytisch, 
en de door F geleverde afbeelding is topologisch. 
Voor>beelden. 1 °. Zij O een ope~ verzameling in A. Definieer lf op o 
als de identieke afbeelcling. Dan is deze O met deze ene u.p. een A-
varieteit. 
0 
2 • De A-bol, Deze verhoudt zich tot de algebra A (of: de 
A-varieteit A) als de complexe bol tot het complexe vlak. We clefinieren 
de A-bol in de vorm van een concrete A-varieteit, 
~r, ( 
, Bes~~ouw alle matrices ~ = '. cf l), waarin d., (3, ?J, o complexe ge-
ca llen ZlJn met 0: ,S - f3a =}O. We stellen ze door~ . voor, waa rbij i een 
. d l in exverzameling S doorloopt. 
Is t = (5~), O(d _{J;f=JO, at A, dan zullen we zeggen dat -c(a) gede-
finieerd is, als O a+ 0 niet singulier is, en we nemen dan 
,, 
-c,(a) Clla+/3 
= aa+'S . 
/ 
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We merken op dat 0<. a+ (3 en (0a+J)-1 steeds verwisselbaar ZlJn. Direct is 
in te zien datt(a) dan en slechts dan gedefinieerd is, als de pool van 
de complex8 functie Q(;~p buiten het spectrum van a ligt. 
We beschouwen nt. a lle symbolen t.(a) ( i ES ,a e A) (gedefinieerd of niet). 
Hierin defini~ren we equivalentie: --r:.\a) A.J--C.(b) als ("'cj- 1t. )(a) gedefi-
1 J l '1 
nieerd is en gelijk is aan b. Deze relatie is reflexief, daar (ti- Ti)(a) 
steeds gedefinieerd is en gelijk is aan a. 
De relatie is sym.metrisch. Daartoe tonen we aan: 
Stelling 1. Is 1: (a) gedefinieerd, en t(a)=b, dan is -c-1 (b) gedefini-
eerd en gelijk aan a. 
Bewijs.Zonder beperking nemen we aan dat 0<.C-{3 0 =1, en 
,- _ ( o_@) -r -1 _ ( S ~(3 ) 
.... - '( C) , '- - -?J °'-- . 
Uit t(a)=b volgt direct -c)'b+O\=( 0a+<f) 1 . Dit is de inverse van 
een niet-singuli~r element, en is dus niet-singulier. Verder is 
[b-(3 = a( 0a+<l )-1, dus inderdaad is -c-1 (b)=a. 
De relatie is transitief. Laatt.(a),.....,t.(b),t.(b)r-vtk(c). Dan 
-1 -1 l J J 
zijn (tj t 1 )(a)==b en (tk tj)(b)=c gedefinieerd. We behoeven nu slechts 
de volgcnde stelling toe te passcn: 
St(;lling 2. Zijn t 1 (a) 2n t 2 (t1 (a)) beide gedefinieerd, dan is (i:2 ,t1 )(a) het ook, ent 2 (t1 (a))=(1 2t 1 )(a). 
0 • ( CJ..1 @, ) ..,.. ( C( ?- (3 ") Bew1Js. t.1= O' 6, , '"2= <Ji 51-.. 
Daar t 1 (a) en t 2 ("-r1 (a)) gedefinieerd zijn, zijn cx 1a+(31 y a+ cf en Y 2 ---- +S 2 u 1 1 u >f a+ r5 
U1 1 
niet-singulier, Daar ze verwisselbaar zijn is hun product 
Of20'.1 + 0 201)a + (cfof3,,,+ 0 2c\) 
niet-singulier. Di t wil zeggen dat ('t 2 L 1 ) (a) gedefinieerd is, en het is 
direct door berekening in te zien dat dit =T 2 (t1 (a)) is. 
Uit stelling 2 volgt nog: Is t 1 (a) gedefinieerd, en zijn t 1 (a) en 
t 2 (b) equivalent, dan zijn beide gedefinieerd en gelijk. (Pas st.1 toe 
op T 1 ((t 1 -
1 t 2 )(b))en 1:i(1.-1 -
1
-r2 ))(b). Omgekeerd: Zijn t 1 (a) en-c, 2 (b) 
gedefinieerd en gelijk, dan zijn zc equiva knt. Is T 2 ( b }=c dan is T 2 -
1 ( c) 
gedefinieerd, en =b (zi~ st.1). :Jaar ook -C1 (a)=c, ist.2 -
1 ("i;1 (a)) gede-
finieerd en =b, dus volgens st.1 is (t2 - 1t 1 )(a) gedefinieerd en =b, Dit 
toont de equivalenti~ aan. 
Uit de d2finitie van equivalt:mtic volgt nog: Is 1:,.(a),-JL.(b), dan 
l J 
is voor elke t ook tr.(a) N 7-t .. (b). 
l J 
We definh:ren · nu een concrete A-va ri0teit a ls volgt. Bij elk<:'! i E. S 
kiezen we oi~A z~lf, We defini~ren equivalentie door de afspraak 
(o.,a)rv(O.,b) 
l J 
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1 Een punt van de A-bol is een equivalentieklasse van (Oi,a)'s, maar we 
kunnen het even goed als een equivalentieklasse van t i(a)'s interpre-
teren. 
We controleren nu E'l t/m E5. 
E1 volgt direct uit de eigenschappen van de 4 (a)-equivalentie. 
E2: Uit t .(a) rv"t..(b) volgt: (t.-1 -c .)(a)=b, dus a=b. 
l l 'l l l 
E3: Is (O.,a)r--.1(0.,b), en t. .- i:: .=t, dan is t(a) gedefinieerd en =b. 
l J J l 
Nu is--,; (x) een rationale functie, en de polen van de complexe functie 
1(3) liggen buiten het spectrum van a. Ditzelfde geldt dus voor alle x 
in een zekere omgeving o* van a. Bovendien is daar 1: (x) analytisch. 
Verder is t .(i::(x)) rv"C,. (x), want (-c.- 1tJ.)(t(x)) is gedefinieerd en ge-J l l 
lijk aan x (stelling 1). 
E4. We bewijzen dit in de vorm E4b. Laat dus ak--fa, bk--tb, en 
O\ak+(3 
bk= --- (Oak+c niet-singulier). 
2f ai-:+& 
Bewezen moet worden dat 0a+ S niet singulier is, en b=~a+/3)/(<(a+S). 
Als if =0, dan is dit triviaal. Als ~ /o, dan is door verschuiving in de 
c=i1s t0 h=reikcn datS ==Owordt.Weg0ns (Xa"-(30/o is nu(3 /0. Door verschui-
ving in de b 1 s is nu te bereiken O< ==0, en we kunnen ons dus tot de 
transformatie bk=ak-'l beperken. Door limietovergang blijkt nu inderdaad 
ab=ba=e, waaruit de bewering volgt. 
E5. Neem de aftelbare verzameling S CS, bestaande uit alle i met de 
0 
eigenschap dat alle coeffi~ienten van ti in het lichaam van Gauss lig-
gen, Voor elke jE S en elke a EA is er nu een i~ S
0 
te vinden z6 dat 
(ti-'l rj)(a)=b gedefinieerd is, nl. door 1,: 1-
1
-cj voldoende dicht bij de 
eenheidsmatrix te kiezen. ~Zijn ?fen S voldoende dicht bij O resp.1, 
dan is a a+ 6 niet-singulier, daar het dicht bij e ligt). Nu is 
«;(a) ,"\Jti(b), dus (Oj,a) equivalent met een (oi,b), met i E...3 0 • 
1 Eigenlijke punten van de A-bol. Laat ~ 1 de eenheidsmatrix voorstellen. 
De punten van de (abstracte} A-bol, die voortkomen uit paren (o1 ,a) he-
ten eigenlijke punten, de overige heten oneigenlijk. Het is duidelijk 
: dat (Oi'a) dan en slechts dan eigenlijk is, als ti (a) gedefinieerd is . 
. Merk op dat t 1(a) voor alle 8 gedefinieerd is. 
Als A de alg2bra der complexe getallen is, dan is er slechts een 
oneigenlijk punt (het punt Z=co). Is A=MR , dan zijn er oneindig vele 
n 
i oneigenlijke punten. Bijvoorbeeld (n=2) de formele inversen van de A-
elementen (g g), (6 g), (g ~). Ook is 2r bijv. een punt dat te beschrij-
. II .OC) 
ven is als (0 
punt is. Wel is 
g)
11
, en dat niet de formele inverse van een eigenlijk 
het tc beschrijven als t(b) met t= (~ -6) en b=(g ~). 
! 
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Is A=MR, dan heeft de verzameling der oneigenlijke punten geen 
n 
inwendige punten. Bij elke t (a) kunnen we nl. in een willekeurige om-
geving van a een b vinden waarvoor t. (b) gedefinieerd is (eenvoudig 
door b=a + )i e te nemen met voldoend kleine -;, ) . En a ls t (b )=c gedefi-
nieerd is, dan is t (b) rvT1 (c), en t 1 (c) behoort bij een eigenlijk 
punt. 
voor willekeurige A is dit niet meer waar. Het kan nl. voorkomen 
dater een open verzameling Ve.A is, z6 dat elke vE.V singulier is. 
Neem nu L=(~ JL dan zijn de punten l (v)(v~ V) alle oneigenlijk. 
Eindige overdekbaarheid. E5 spreekt uit dat de A-bol met aftelbaar vele 
. li. i te overdekken is (Jl i= 1f i ( o1 )). Is A=MRn, dan kunnen we de A-bol 
• reeds met n+1 J1 i's overdekken. Kies nl. t 1 , ..• , tn+1 z6 dat de polen 
van de bij t 1 -
1
, ... , t n+11 behorende functies in het complexe vlak, 
, -;, 1 ,, •• , -;:, n+1 , a llr;; verschillend zijn. 
Kies nu een willekcurig punt t(a) van de A-bol. We zullen bewij-
' zen dat minstens een der uitdrukkingen (t.- 1{)(a)(i=1, •.. ,n+1) gedefi-1 . 
nieerd is, en dat wil dan zeggen dat het punt t(a) hetzelfde is als 
een punt t. (b), en dus op Sl . ligt. WE:: kunnen nl. van de matrices 
• l l 
t 1-
1 t, ... ;tn+1 -
1t oak weer zeggen dat de polBn van de bijbehorende 
rationale complexe functies alle verschillend zijn. Minstens een van 
deze polen ligt buitcn het spectrum van a (dat hoogstens n punten telt}. 
Is dit met de pool van T .-1 t het geval, dan is (-c..- 1-c)(a) gedefini-
1 l 
eerd. 
Iets algemener kunnen we zeggen: Als A de eigenschap heeft dater 
een getal n bestaat z6 dat geen at A een spectrum heeft met meer dan n 
punten, dan is de A-bol met n+1 .fl 1 s te overdekken. 
Omgekeerd geldt: Is er bij elkic. n ecn a~ A t,2 vinden z6 dat v (a) 
meer dan n punten bevat, dan is de A-bol niet met eindig vele _(trs te 
'overdekken (Met Il 's bedoelt::n we hier de ~- - 1 (o.) 's waarmee de A-bol 
n r l l gedefinieerd was). Stel nl. dat ..... 1 , ... r!: l n de A-bol overdekken. Daar-
• bij behoren T 1 , ... ,tn. Zoek nut z6, dat als 
1 
(
0( • (°?) • ) Li - T = l c-l J 
~i 0 1 
alle 2J i's ( i=1, •.• , n) =Jo zijn. Laat a 8en element van A ziJn waa rvan 
1de n v0rschillend2 gctallen6 ~1 , ... , 1n eigenwaarden zijn, Bepaal het polynoom P z6 dat P(01 )= - _j_, ••• ,P(~n)= - &n, en stel b=P(a). Dan zijn 
i o1 b+ 61 , ... '0-nb+ 6 n a lL: siggulier. ;)erha 1vln zijn de (ti - 1t) (b) geen 
van alle gedefinieerd, dus l: (b) is niet equiv a lent met een 1: . ( c) 
(i=1, ... ,n; ce:..A). Hl::t punt t (b) ligt dus niet op een der _\L.~, ... ,.fl.n. 
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De A-bol is samenhangend. Eerst latcn we zien dat elk punt ver-
bonden kan warden met een eigenlijk punt. Trek nl, door een willekeurig 
punt ( o1 ,a) de lijn ( oi ,a+ il) ( O ~ )J < o:J). Hierop liggcn eigenlijke pun-
ten. Want )( . en 6 , ( de elementen van de ondcrste rij in t i) zijn 
Ul l ~ 
niet beide nul, zodat O i (a+ A)+ Ji niet voor alle /J singulier kan 
zijn. Is het ergcns regulier, dan is daa r 1: i (a+ A) gedefinieerd, zo-
dat het een ~igenlijk punt aanwijst. 
Het is nu voldoende te laten zien dat de vsrzameling der eigen-
lijke punten samenhangend is. Dit is triviaal, daar deze verzameling 
homeomorf is met A zelf. 
De H-bol. We zullen in het geval dat A=MRn de MRn-bol interpreteren 
als een oppervlak in een euclidische ruimte, evenals men voor n=1 de 
z-bol in een driedimensionale euclidische ruimte knn leggen. 
Beschouw alle matrices (2nxn) (~) met rang n (Pen Q stellen ma-
trices (nxn) voor). In deze collectie definieren we equivalentie door 
In elke equivalentieklasse kornt een (~) voor die kan warden aange-
vuld tot een un1taire matrlx (~~).Om dit in te zien kiezen we een 
(~) uit de equivalentieklasse, en vormen daarvan de Gram matrix 
p4'"p + Q* Q,. (De~ geeft getransponeerde van de complex geconjugeerde aan). 
Daar (~) de rang n~,heeft, is de Gram matrix positief definiet, en dus 
te schrijven a ls s"".s, waa rin S regulier is en ( rnrn). Neem nu B=PS-1 , 
D=QS-1 , dan is B*B + D"""D = I. Van de matrix (~) zijn nu de kolommen on-
derling orthogonaal en volgens het proces van Schmidt kunnen we hem tot 
een unitaire matrix (2n x 2n) aanvullen. 
Een klasse heet eigenlijk als er een (~) in ligt met reguliere Q. 
Dan hebben alle andere reprcsentantcn in deze klasse dezelfde eigen-
schap, en bovendien kunnen we zeggen dater een en slechts een (~) 
(I= (nxn) eenheidsmatrix) in de klassb voorkomt. 
Een klasse hect -2cht als er een (~) in ligt met de eigenschap dat 
er complexe getallen ti ,)-L bestaan z6 dat A P+.fl.tt~ regulier is. Dan heb-
ben alle (~)'suit de klassc dez2 eigenschap. 
'\'., 
Is n=1, dan is elke klc:1 ssc echt, want ui t ~ p-1:;;u..q = O voor a lle 
~, ;u. zou volgen P=Q=O in strijd met d(:;; eis over dE: rang. Voor n > 1 
bestaan er onecht~ klassen. Voorbeeld: n=2; P=(6 g) 3 Q=(g 6). 
D"' H-bol is de callee tie van a lb hermi tische ( 2n x 2n) ma trices 
met n eigenwaarden 1, n eigenwaarden O. We zullen onze klassencollectie 
e~n~6nduidig,op de H-bol afbcelden. Dit hteft het voordeel dat we een 
topologie en ze1fs een metriPk il" rlc., kl,'.:'<;:::,co1'lectie aan kunnen geven. 
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Aan de kla sse waa rin ( P) voorkomt, vot,gui WE:: toe de hermi tische Q 
matrix 
(1) 
In het midden staat de Gram matrix, die, zoals reeds opgemerkt 
werd, regulier, dus inverteerbaar is. D2 definitie is onafhankelijk van 
de keuze van de represuntant uit de klasse: 
als X regulier. 
De eigenwaarden zijn gcmakkelijk to b"'pah,n door voor P en Q resp. I 
Ben D uit een unitaire (2n x 2n) matrix U = (~ ~) te nemen, dus we 
kiezen de repres0ntant (~) = U(~). Ing2vuld in (1) lcvl;rt dit op 
(2) u -(~) { (~(u*u (~)j-\~tu·~ = u (g ~) u* = (~~= ~g:). 
D8zc formule bewijst tegelijk dat elk punt van de H-bol als beeld 
optreedt, want E:lke hcrmitische matrix m1:,t de gcnoE::mde 8igenwaarde;n is., 
op grand van de st2lling ovr;;r unitaire: reducti<c: van hermitische; matri-
ces, in de vorm van hut r0chtcrlid van (2) tc schrijven. 
Dat de bc:schouwdc afbcelding 6tinlenduidig is, blijkt als volgt. Is 
uni ta ir. 
w~ zullcn varder, inplaats van over cquivalenti~klass0n, zoveel 
mogelijk over de punten van dL H-bol spr~ken. D~ bE::grippE::n eigunlijk en 
echt breng0n we op de H-bol OVtir. E'-'n (~) di0 tot 0en H van de H-bol 
aanleiding gceft, zullen we een represcntant van deze H noclmen. 
Of 8en punt H van de H-bol Jl dan 11i~t ~igtnlijk is, is direct aan 
H zi1r te zi~n. Is nl. H = (~ i), en is (~) ~en uit een unitaire matrix 
-l(-
voortkow.md0 rcJpresentant VDn H, dnn is volgens (2) W = DD . Beki::,nd is, 
u, 
dat DD dan en slechts dan singulier is als D singulicr is. ~us nodig 
en voldoande opdat H eigcnlijk is, is dat W rr;;~uli~r is. 
Als W re:gulicr is, gcldt bov,::ndic:.:n, daar •r=BD:• W=DD.;,o,, dat_1(~) de 
rang n hceft, en d2t (~) een r pr~s~ntant vnn His; en ook (T~) is ~en 
repr2scntant. Hi~ruit volgt d~t de {6n66nduidige afb~elding 
van MRn op het eigenlijkc d~el van rl~ ~ ~n 1 1 " ½cid2 richtingcn continu 
is, want Ten W hangcn continu van H af, ~n in ~en omgeving van een re-
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gulicre W hangt TW~1 continue van Ten W af. Dat H continu van Z af-
hangt volgt uit (1), waarin (Z-f(,-Z + I)-1 voorkomt, die continu van Z 
afhangt. 
De MR -bol zullcn we feneenduidig op het echte deel van de H-bol 
n 
afbeeld8n. Een punt van de MR -bol is een ~quivalentieklasse van 
C<(3 ~ n 
T(Z) 1 s; t=(<)' J)., 0<0 -(3 0 /0, Zt:MRn. 
( 3) 
W2 kic:zen een speciale rc:prc.:scntant t. (Z) en maken de afbeelding 
"t (2) ---.....+ (otZ + {!JI) 
<f2 + ,5 I ' 
Gaan we links op een met t (2) s;quivalenh: t 1 (21 over, dan ontstaat 
rechts toen nieuwe ( 2n x n) matrix, die met dE:: oude equiva hmt is. Stel-
len we ·c 1-1t =l.2, dan is nl. 022 + S21 r.:::gulier, en 
21=( 0/ 22 + (3 21) ( ')f 2z + J 21)-1 • DC;rhalve 
(4) ( Z1) = ( (0<22+ ~21) (o'22+c~21):~ 1,v(0<22+P21) 
I (0 2z+ 6 21) (~ 2z+o 21) j ff 2z+J"2r 
We merken nu op dot, als Reen rt:guliere (2n x 2n) matrix is, 
want de eerste rcl8tie,impliccert 
p p1 
(Q) = (Q1) X 
met een regulieru (nxn) matrix X, ~n dcze b0trckking kunncn W8 v66rver-
menigvuldigen met R. w~ passen dit toE:: op (4), met 
( OC11 f11I) . R = y 1 6 1 , en we cone luderon da t C ( 2) en t 1 ( 21 ) beide httzelfde U 1 1 
punt van de H-bol opleveren. 
Dat het beeld van t(Z) can bcht punt van de H-bol is, volgt uit 
het feit dnt 03 (0<2+ {?:iI)+ o3 (l[Z+61)=1 is; hierin stellen 0( 3 etc. de 
elementen van t 3= T. -
1 voor. 
We moet0n v~rvolg0ns bewijz2n dat elk ucht punt van de H-bol als 
be0ld optr(:;edt. 
Neem daartoe van een echt punt van d~ H-bol 0en r~presentant (~), 
en kies O en t z6 dat () P+d Q = S(Xregulier is. Kies nu ex c:n (3 z6 dat 
O< 0 -(3cr=Jo is. Noem (.lf ~) =t -1, ( / J1)=t:., ( Qtp + (3 Q)S- 1=z. Dan is 
het beeld van t (2) bij de afbeeldinJ (3Y: 
( 0<1Z + /31
1) =(0<1l f31 1) (2) (0(1l f~1I) (D<P+{:>Q) = ( ) Qi Z + cf 1 I ~ 1 r a 1 I I \ 01 l o I l i P + J Q . ~ ' 
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Tenslotte bewijzcn we dat 0lk 8cht punt van de H-bol slechts beeld 
is van e~n punt Vf!n de MRn-bol. Nc.:em aan dat "t (Z) en t 1 (z1 hctzelfde 
punt van de H-bol oplover~n. 
Noem -C 1-
1 t = t 2 , dan blijkt door linksv0rm.:migvuldiging 
Er is derha lv(:) een rc:gulicre X mtJt 0< 2z + (3 21 = Z,l, 0 2z+J2I=IX, 
Dus O 2z+ 6 21 is rGgulier, ,:on z 1== (<X2z+ (3 2I) (O 2z+ cf 21 r1 • Di t bctekent 
d at t ( Z ) rv t 1 ( Z..,) . 
Bij de afbeelding (3) corresponderen de eigenlijk2 punten van de 
MR -bol m0t de eigenlijko puntun van de H-bol. Een eigenlijk punt van 
n 1 0 de MRn-bol kan warden voorgesteld door t 1 (z),, met t 1==( 0 1 ). Een 
eigenlijk punt van de H-bol kan warden gerepresunteerd door een (~). 
Volgens (3) corresponderen deze met elkaar. 
De triviale: afbe:elding z-;,, t 1 (z) van de 
deel van de MRn-bol brengt cen afbeelding met 
eigenlijke deel van de H-bol, Expliciet luidt 
(5) 
MR op het eigenlijke 
n 
zich mee van MRn op het 
deze: Z 4 H(Z), waar 
Merk op da t z( I+Z'l'I-Z )- 1= ( I+ZZ ~~)- 1z, zoda t de matrix links-boven 
oak kan worden geschreven als (I+zz*)- 1 .zz*. Het is vcrder ni~t moci-
* lijk de voorstelling (2) expliciet aan te geven: H(Z)=U H(O)U, m~t 
De transformaties Z.......;(O(Z+(3I)(CJZ+p·I)- 1 kunnen, als (;g) 
unitair is, op d0 H-bol eenvoudig warden a2111g1;:;geven. Iets algemc:nc:r 
beschouws::n we, in plaats van de uni ta ire (2n x 2n) matrices (C<I (3 1 ), 
if I JI 
willekeurige unitaire matrices (~ ~) = U. Is nu CZ+D rcgulier, dan is 
(6) , H((AZ+B) (CZ+D)- 1 ) :::: U H(Z) u* 
Het linkerlid is nl. het punt van d0 H-bol dat is toegevoegd aan 
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de klasse 
{. AZ + B) = 
CZ + D 
zodat de bij deze klassc bchor~nde His 
* en de U U in het midden valt w~g. 
We kunnen de H-bol b~schouwcn als e~n oppervlak in de ruimteEie 
van a lle hermitische ma tricus ( 2n x 2n) ( een ruimte die 4n2 r8ele dimen-
sies heeft). Dit is een euclidische ruimte., als weals afstand · 
d(H,pH2 ) (H.lYf.:, H2c.X) defini0ren door (d(H,1'H2 ))
2
= tr( (H1-H2 )
2 ) 
(tr= spoor). Als cartesisch~ co6rdinaten kunnen we in deze ruimte 
bijv. gebruiken h 11 J .. ,,h2n, 2n., Re h1 jV2(1 ~i<j~2n), 
Im h. . /2 ( 1 ~ i < j tt- 2n ) . lJ 
Is U unitair ((2n x 2n)), dan is H--4UHlf¥-een lineairc: transforma-
tie in 2Je , waarvan we kunm,n lat..=m zic,n dat zij diruct orthogonaal is. 
De orthogonaliteit volgt uit 
Dat zij direct orthogonaal is, blijkt uit hut feit dat de verzameling 
der unitaire matric~s U sanunhangcnd is (bijv. in te zien uit de expo-
nenti~lc representatie). 
De locale structuur van de H-bol is te bestudercn door een punt H 
¥ 
van dat oppervlak door H=U H(O)U naar H(O) te transformeren. In cen 
zekere omgeving van H(O) zijn all~ punten van de H-bol eigenlijk en 
dus als H(Z)'s met Zin een omg0ving van Z=O, te representeren, 
De mt::triek in Ye implic2ert een lijnelem.;;nt op de H-bol, gegeven 
door ds 2=tr( dH. dH). :Cit lijnulemcnt is invariant bij de transformaties 
H --tUHu* (U unitair), aanguzien dit orthogonale transformaties in d'l 
zijn. 
In de eigenlijke punten H(Z) van Yl kunnen we h0t lijn~lement in 
Zen dZ uitdrukken; dan vindE:n w0 de Sicgel-mctrick van de MR. Daar-
n 
toe stellen w0 (I+ZZ~)-1=P, (I+z*z)- 1=Q. Dan is 
-¥: * Z P = QZ, ZQ = PZ, 
dP = -P d(ZZ~)P J dQ = -Q d(z*z)Q. 
De bcrekeningen word0n vergemakkclijkt door op tc merken dat deze for-
* mules in elkaar overgaan door de transformatL:: Z .....+ Z , P -t Q. 
! 
We hebben dH = 2 (-dP d(PZ)) , dus 
d(Pz)* dQ . 
J tr (dH.dH) = tr(dP.dP) + tr(dQ,dQ) + 2tr(d(PZ).d(Qz*)). 
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Gebruikmakendc van du formules (rtr b2tekent Re tr) 
tr{AB)=tr(BA), rtr If= rtr A, tr( (A+A) (A+A*)) = 2rtr(AA)+2tr(AAw-), 
vinden We: 
tr(dP.dP) = 2rtr(PP dZ.Z~PP dZ.Z~) + 2rtr(PP az.z*ppz dZ~). 
Verder is 
Nu blijkt 
d(PZ) 
d ( QZ,J{,) 
= -Pd(ZZ~)PZ + PdZ = 
= 
~ 
PZ dZ.ZQ + PdZ.Q, 
Qz* dz . z~ P + Qd { P • 
* * * * tr(d(PZ) d(QZ )) = rtr(PZdZ . ZQQZ dZ.Z P) -
~ * * 
-2rtr (PZdZ ,ZQQ,dZ .P) + rtr (PdZ.QQ dZ .P). 
tr(dQ.dQ) = 2rtr(QQdz*.zQQ az*.z) + 2rtr (QQdZ'll-. ZQQz*az). 
Met behulp van de formulcs rtr(AB) = rtr(BA), rtr(i~ )=rtr(A) bren-
gen we allo termen in een dcr vormen rtr(A az· B• dZ) en rtr(A dZ B dZ~). 
~ * ~ Maken wlj dan nog gebruik van de relc1ties Z PP=QQZ , PP+ZQQZ =P, 
* 1 ( *) QQ+Z PPZ=Q, dan vinden we 4tr dH.dH) = 2rtr(PdZ.QdZ . 
Daar echt2r (PdZ.Qdz•.lf-)*= dZ.Q.az*.P, is het spoor daarvan rccel. 
We vindcn dus 
( 7) tr( dH .dH) = 8 tr( ( r+zz*)-1dz. ( r+z*z )-1az*). 
Het ruchtcrlid is het lijnelement van Siegel, dat invariant is bij 
de substituties Z1=(AZ+B)/(CZ+D) met unitaire (~ ~), voorzover CZ+D 
regulier is. 
De MRn-bol is nict compact als n >1. We kunnen rijen aangeven die 
g2en verdichtingspunt op de MRn-bol h~bben (vcrdichtingspunt in de zin 
van de topologic di,2 erop gegc:vc:n is coo rd at het een MRn-va rietei t is). 
Kies nl. de puntrij der m2trices Zk=(g ~) (k=1,2,J, ... ), (gemakshalve 
n=2). Zou een dcelrij daarvan naar eon cigenlijk punt convcrgeren, dan 
w'.Js t::;r ol convcrgenti,; in de: zin van de MRn, doch daarin is de deelrij 
divergent. Was er convcrgcnti2 naJr een on£igcnlijk punt, dan zou er 
een ~ tc vindcn zijn, z6 dat op de duur all0 t (Zk)'s uit de d8el~ij 
~igenli k zijn ~n naar ~en ~ig2nlijk punt convcrgcren. M~t ~ =(~ ~} 
vind2n we echt2r J 
1(:tk) ~ ("'Zk +(3I)(,yzk+6I)-1~ ( ~ •-~Jl') 
0 
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en daar rS- Jo,c.x.£-(3 0 -::/0, geeft dit t::en, divergente rij. 
De H-bol is, met de metriek van /;J{ , gesloten en begrensd, dus 
wel compact. Verder kan men laten zien dat onze afbeelding van de MRn-
bol op het echte deel van de H-bol topologisch_ is; we laten het be-
wijs achterwege. 
T0r illustratie berekenen we H(Z) voor de matrix 
halve m0t reele a en b (n=2). Met behulp van (1) (met 
Z=(~ ~), gemaks-
P=Z ,Q=I) vinden 
a2::2J -1 (~ fr we ( a b) , 2 H ( Z) = 0 a ( a +1 1 0 ab 
0 '1 
De di::!tE:rminant van de middelste matrix is 4 2 2 ~ =a +2a +b +1, en we 
vinden (84+a2+b2 a 3+a ab 
8 3:a) ~ -1. ab 4 2 2 H(Z) a +a -ab = 
a3 +a 2 a 2+b2+1 
. 
-ab -ab 
b 3 -ab a 2+1 a +a 
w~ laten nub naar oneindig gaan, en tegelijkertijd veranderen 
we a. We beschouwen drie gevallen: 
_..l,. 
ab 2~ oc,; 
l 
ab-2 _...;. s (0 < s < oo); 
gevall~n vinden we resp. de volgende limict0n voor H 
(
1+s4 4 
s2 
s 
In deze 
In het bijzonder zion we dat voor vaste eindige a de limiet onafhanke-
lijk is van a. Bovendiun zict men, wegons 
( 
':< 0.-1~@_ {o<.cS-(:i ;(J b) 
t ~(~ ~))= 5,u-5 {0a.-1-<<:;J"~ , 
~G, 
"?! (A..-1- ,\ 
dat, bij vast.:: a, en b -j co, d(; limic:t ven de rij H(r(~ ~)) op dt':: H-
bol hc.:h,maal nic.:t mc:,,er van t 2fhangt, zolang 0a+<5 -::/0 is. 
De gebroken lint3airu afbeelding,:;n Z -j (o<Z+(3) ( 0 z+t )-1 , die op 
de MR soms me;t cen ui tzondering zijn gt;definit,erd, doch op de MR -
n n 
bol kunnen warden voortgez0t tot topologische afbeeldingen van de MR -
n 
bol op zichzelf, kunnen warden voortgezet tot topologische afbeeldin-
gen vqn ae H-bol op zichzelf. We beschouwen hier willekeurige matrices 
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t.= (;~)(o<c) -/3J Jo), zonder bcperking tot unitoire. 
W0 sluiten aan bij de voorstelling van de H-bol met behulp van 
equivalentie-klassen van (2n )(n) mntric,:;s met rang n. Aan de klasse 
waa r in (~) voorkomt voegen we toe de kl8 sse waa rin (~J: ~~) voorkomt. 
Deze definitie hangt niet af van de speciale keuze van de representant. 
Verder is direct in te zien dat de afbeelding ~6n~~nduidig is, en dat 
het een voortzetting is vc:rn de ofbeeldin6 Z ~·t(z) (neem nl.P=Z, Q=I). 
Noem CXP+(JQ=P1 , ijP+6Q=Q1 .'t,*l:.=(~1) is positief definiet; we kun-
nen er dus een positief veelvoud pI van de eenheidsmatrix van af trek-
ken, z6 dater iets positief definiets over blijft, en dot restant is 
weer te schrijven als een product t. ,t'--r: 1 • Nu is 
* 1{,, * * * r* r P1 P1+Q1 Q1=P(P P+Q Q) + (0(1P+/31Q) (0t1P+P1Q)+(o1P+o1 1~) (01P+o1Q). 
De laotste twee termen vormen samen wc:er een niet-negatief definiete 
matrix. De kleinst~ eigenwaardc van P~ P1+Q1Q1 is dus minstens p keer 
de kkinstE: eigenwac1rde van p*p+Q*Q,. Hi0ruit volgt dat (P:7P1+Q,7Q1 )-
1 
continu van Pen Q afhangt. Volgens (1) hangt nu ook de bij P1 ,Q1 be-
horende H continu van Pen Q af. 
Tenslotte kunnen we laten zien dat in cen omgeving van een punt H
0 
V8n dt: H-bol dE: P en Q z6 ult ck equiv'.'l lcntickla ssen kunm:n word en ge-
kozen, dat het continue functies zijn in di<:: omgeving. Daartoe mcrken 
we op dat H
0 
kan warden voorgestelcl door U H(O)u'"~, U unitair (2n ;< 2n), 
U=(~ ~). We laten nu U vEJst, en laten Z een orngc::ving van O doorlopE::n. 
* Bij U H( Z) U kunnen we: nu ki,,zen P=AZ+B, Q=CZ+D, en deze hangen continu 
van Z af. 
Het is nu zeer teleurstellend dat dt mogelijkheid om rationgle 
functies in de MRn voort te zetten tot continue afbceldingen van de H-
bol in zichzelf, beperkt blijft tot gebroken linaaire functies (ten-
minste als n >1). Als tegenvoorbeeld nemen we n=2, met de afbeelding 
2 z~z. 
We hcbben gez:Lrn, ols Z = (~ ~L n---)0, b ---¥90, dat H(Z) nadert tot 
een punt van de H-bol dat niet afhAngt van de wijzc waarop a en b naar 
0 resp. 00 gi'!8n. W'-' hebben verder z2=(32 2~) • Nemen we nu a=sb- 1 , s 
vast, b~oo, dan nndert H(Z2 ) tc:t O AH((g ~8)), en dit hangt af 
vans! 
Om de zojuist gu1of:mdc rcd<:D is de H-bol voor h2t bedrijven van 
functi2theorie veel mind,.:r c;eschikt d,:111 de MR -bol. 
n 
Opmerkingen. 1. In zeker;:; zin is de afbeeJ.ding Z~H(Z) een generalisa-
tie van de ster0ografische projcctie. Neem nl. n=1. Richt boven het z-
vlak een loodlijn in de oorsprong op, die we de t-as noemen. De punt~n 
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van de driedimensionale ruimte warden nu aangegeven door paren (t,~) 
(t reeel, r compl0x). Aan (0,z) wordt stereografisch (noordpool in 
(1,0) toegevoegd het punt,1z1 2/(1+lz1 2 ), z/(1+1z1 2 ). De coordinaten 
(t,~) van de b~l voldoen nu aan t(t-1)+ 1~1 2=0 en dat wil zeggen dat 
H = ( ~ '\!t) hermi tis ch is, m£;-c eigenwaa rden 0 en '\. Wt~ hebben hier 
de H-bol dus in een driedimensionale deelruimte van de vierdimensionale 
ruimte gelegd; deze deelruimte is gc:kenmcrkt door tr H=1. 
* Daar tr H invari3nt is bij de afbeelding H-tUHU , blijft deze 
deelruimte bij deze afbeelding invariant. We hebben dus ~en representa-
+ 
tie van u2 in o3 • 
2. Als n=2, kunnen we de H-bol ~~n~~nduidig afbeelden op de verzameling 
der rechte lijnen in de c omplexe c1 riedimension::1 le projec ti eve ruimte. 
Een rechtc in R3 is nl. door tw,c:e linea i r ona fhankelij!w vergelijkingen 
in x,y,z,w gegcven, waarvan we de coefficientcn kunnen aangeven in een 
4 Jt. 2 ma triix. Rechtsverimenigvulcliging met een reguliere 2 x 2 matrix 
geeft t:en nieuw sttol vergelijkingc.-:n voor clezelfde r,~chte,{; op doze 
wijze te krijgen. Dt:: rechten corrcsponderen dus ci6n~6nduidig met de op 
blz • 61 beschouwde equiv a lentiekla ssen, dus met de punt(on van de H-bol. 
De oneigenlijke punten van de H-bol kunnen warden gerepresenteerd 
door matrices(~) waar>bij in Q de tweede kolom nul is; zij correspon-
cv 
deren met reehton die de lijn X==Y='◊ snijdc::n. De onech.t.e J;}l.mt(:;;n kunnen 
warden aangeg0ven door nmtrices (fl) · 
en correspondcrcn met de r<::chter: Ven cle kwadratische rt:::gelschaar 
lx +µ:y:O, ">iz+)J..w=0 (d.i. 0611 de:r bt.::ide sch3r<::::n V8n hi::t oppervl;:ik 
XW;:yz). 
Hct feit dat twee rechten elk1ar snijdcn wordt tot uitdrukking 
gebracht door de voorwBard0 
:: ) ~ O; 
deze voorwanrde is onafhankclijk 
~esp. (P2) uit hun klassen. V3n de keuzc dcr r2presentanten (:1\ 'v1 J 
0,2 
dat de rang van de Voor 2lgemcnl.; n kunnen we evenzo vaststellen 
~atrix (:~ ::) onafhank~lijk is van de keuze d0r representanten. Voor 
ranc van (;1 :~ , en dat eigenlijke punten z1 ,z2 komt dit neer op de 
---"":"-~------
ren elk stel vergelijkingen voor de rechte 
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is n+ de rang van z1-z2 • 
3. Men kan oak een H-bol definiercn door uit te gaan van matrices(~) 
met rang nj waarin Peen (nx n), en Q een (nx n) matrix is. De verz2me-
ling van alle equivalentieklassen is nu door (1) eeneenduidig afgebeeld 
op di_; verzameling van a lle hermi tische ( (m+n )x(m+n)) ma trices met m-
voudige eigc:nwaarde Oen n-voudige eigcnwaarde 1. De onderscheiding 
echt-onE::cht v,:::rva 1 t, evena ls het verband mc:t een MR11 -bol. De formules 
(6) en (7) blijven geldig. 
In het bijzonder geeft bet gaval n=1 een (bekende) afbeelding van 
de complc:xe r.1.-dimensionale proj0ctieve ruimte in .'J[ , en maakt deze pro-
jectieve ruimte tot metrische ruimts::. Zijn z 1 , ••. ,zm+1 de (homogene) 
coordinaten, dan wordt het lijnelement ds gevond8n uit 
2 ds = 
m+1 2 -2 lm+1 2 8(Llz./ ) 'C_lz.j 
1 l 1 l 
m+1 2 -2 
= 80= lz .1 ) 1 l ) lz. dz.-z.dz11
2 
• 
1 ~ i < j ~ m+1 l J J (~ 1) 
Met de beperking zm+1=1 volgt dit gcmakkeliJk uit (7), met Z= : 
Bovendien is a3n hict laatste lid v2.n bovenstaande formule te zien ~m 
dat ds 2 niet verandert als men z1 , ... ,zm+1 door z1t, ... ,zm+1t (met 
variabele t) vervangt. Dat het geval zm+1=0 geen uitzondering vormt, 
kan warden bewezen door unitaire transformatie (waarvoor we een geschik-
te permute tie van z1 , ... , zrn+'I kunnen kiezen). 
De hier gevonden metriek stemt, afgezien van de factor 8, voor de 
re~le projccticve ruimte overeen met de metriek die men op de ~enheids-
bol in Rm+1 krijgt door de str:,len met de e,::nhcidsbol te snijden. Be-
halve door berekening vol~t dit uit het feit dat (voor re~le z) beide 
metrieken invariant zijn bij orthogonale transformaties in z1 , ..• ,zm+1 . 
4. Voor het geval van reele Z is de afbeelding Z~H(Z) in nagenoeg de-
zelfde vorm door Siegel beschouwd (Annals of Moth.46 (1945) p.710), ook 
voor niet-kwadra tische 1:12 trices. Voor symmetrise he Z gaf Mina kshisunda-
ram een met de stereografische projectit samenhangende afbeelding die 
ongeveer met onze formule voor H(Z) overeenkomt (verschijnt binnenkort 
in Journ.Indian Math.Soc.(1956)). 
5. De benaming H-bol suggereert ten onrccht~ d3t het een 2n2-dimensiona-
le bol in een ( 2n 2 +1 )-dinension?'J 1 hypervl.J k is. Men km1 echter nagaan 
dat de H-bol in een (4n2-1)-dimensionaal hypervlak ligt (bepaald door 
tr H=n) doch in geen enkel hypervlak van lagere dimensie(wanneer we na-
gaan welke punten vanYleen conscantc afstand tot alle punten van de H-
bol hebben, blijken dit sltchts de scalaire matric8s te zijn). De punten 
van de H-bol hebben alle de afstand \/n tot de oorsprong. 
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Dat de H-bol geen bol is (als n > 1), blijkt ook door op te merken., 
dat hij met de lineaire n-dimensionale ruimte der diagonale matrices 
(2;) snijpunten heeft, en voor n >1 is dit aantal eindig doch > 2. 
We keren terug naar de A-vari~teiten, en geven nog enkele voor-
beelden. 
Voorbeeld 3. Is M een A-vari~teit, dan is elk op~rt deel M1 van M weer 
een A-vari~teit, wanneer we de analytische structuur van Mop M1 over-
nemen. Dit wil zeggen dat we elke uniformize~ende parameter van Mover-
n~men, voorzover op M1 gedefini~erd. 
Voorbeeld.4. Is A0 de algebra der complexe getallen, 
vari~teit niets anders dan een Riemahns oppervlak; 
dan is een A -
0 
Vco:t'beeld .~• Zij Reen open deel van A
0 
(algebra der complexe getallen) 
en A een Willekeurige B~n~c~-algebra. De collectie van alle atA met 
0-(a)cR noemen we M(R). Dit is een open deel van A, en als zodanig een 
A-vari~teit (zie voorbeeld 1, blz. 57), We merken op dat elke op Rana-
lytische functie f volgens st 2 (blz. 45) een op M(R) analytische func-
tie F defini~ert, met de eigenschap dat u'(F(a)) = f((J(a)) (atM(R)) 
( s t 5 , b 1 z • 50 ) • 
Het omgekeerde is niet zonder meer waar; niet elke op de gehele 
M(R) analytische functie F komt op deze wijze voort uit een f. Dit 
blijkt bijvoorbeeld uit het feit dat M(R) niet steeds samenhangend is, 
ook al is R samenhangend. Is bijvoorbeeld R het gebied z t O, en A de 
algebra uit voorbeeld V (blz. 37), dan valt M(R) uiteen in delen Mk 
(k = o, ± 1, ± 2, ••• ), waarbij Mk bestaat uit alle absoluut convergente 
Fourierreeksen f(x) die het interval O ~x ~1 afbeelden op een kromme 
in het z-vlak, die het nulpunt k keer omloopt. Nemen we nu F(a) = 0 voor 
a~M0 , F(a) = 1 voor atM(R) - M0 , dan is dit niet een functie die met 
een functie fop R
0 
correspondeert. 
Voorbeeld 6. We zullen de relatie R ➔M(R) uitbreiden tot het geval dat 
Reen willekeurig Riemanns oppervlak is. Het bijzondere geval dat R de 
cqmplexe bol is, zal ons weer de A-bol opleveren. 
We zullen dingen die op A resp. R betrekking hebben met dezelfde 
0 
symbolen noteren als de overeenkomstige dingen bij A resp. M(R), echter 
voorzien van een extra index o. 
Beschouw alle afbeeldingen f { die een open verzameling J10i (. R 
(i doorloopt een indexverzameling S) conform afbeelden op een open deel 
001 = fi(--0. 0i) van A0 • We hebben dus het maximale systeem van uniformi-
zerende parameters. De n01 1s behoeven niet samenhangend tezijn. 
Bij o0 i defini~ren we Oi = M( 001 ) = { a/ at A, <T (a) f. o01J , 
zoals in voorbeeld 5. De O. 's zijn open delen van A, en met deze o. 1 s 
l l 
zullen we een concrete A-vari~teit M(R) maken door equivalenties te 
defini~ren in de collectie der paren (oi,a) (its, at01 ) (vgl. blz. 55-57) 
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Zij iES, j€S. Aansluitende bij de notatie van E6, blz. 56 schFijven 
we Sl Oji =11oij =11a1n.o..Oj' 0oij =~i(flOij)., 0oji =tf> /fioji)., 
oij = M(OOij) (dus oijc oi), Oji = M(OOji), 
terwijl fij =fj~i-i een conforme afbeelding van OOijop OOji oplevert. 
Zij Fi. de door f'ij voortgebrachte Banachfunctie, gedefinrnerd op Oij; . 
blijke~s de spe·ctral . mapping theorem is, als a'- Oij' ( d .w. z. <:t'( a)£ OOij) 
steeds Ct(F .. (a))= f .. (0-(a))-C.f .. (o0 .. ) = 00 ..• Derhalve is F1 j(a)~OJ·i·· lJ lJ J.J lJ Jl 
We defini~ren nu de equivalentie door 
(oi'a)"'":(oj,b) ~ a E:01 j en b =Fi/a). 
Merk op dat deze equivalentie impliceert datlf~(cr'(a)) =<f;-1(u(b))., 
en we kunnen deze op R gelegen verzameling het spectrum van de equiva-
lentieklasse (dus van het punt der uit de equivalentieklassen opgebouwde 
A-vari~teit) noemen~ 
R 
t.p[ 0 ~- octi 
oou_...,)'11 I 
M 
Ur,.J o.·· op__,..__ _______ ➔ ov M 
A 
We controleren nu de eisen E 1 t/m E 5 (blz. 55-56). 
E 1. a) Reflexiviteit is triviaal (r11 is de identieke afbeelding, dus 
F ii eveneens) • 
b) Symmetrie: fij en fji zijn elkaars inversen, en beide analytisch. 
Nu is fj 1(r1 j) de identieke afbeelding. Dat nu ook Fj1 (F1 j) de identieke 
afbeelding is, volgt uit de volgende hulpstelling (ha:i eigenlijk direct 
na st 5 blz. 50 besproken moeten warden): 
Hulpstellinr:, Zij f analytisch in o CA , en g analytisch in f(O ), dus 0 0 0 
de samengestelde functie g(f) analytisch in O • Laat F, G, H de met f, 
. 0 
g, g(f) corresponderende Banachfuncties (gedefini~erd in M(00 )/ •· 
M(f(00 )), M(0 0 )) zijn. Dan is H(a) = G(F(a)) (a~M(00 )), 
c) Trapsitiviteit. Zij aE.O., bt.O., c€.Ok, (O.,a)rv(O.,b), 
l J l J 
(Oj'b) A/(Ok,c), We moeten aantonen dat a-E.Oik enc= Fik(a). 
We hebbentpi-\u(a)) =fj-1(0-(b)) =lfk-1(lT(c)), en dit ligt dus in 
de doorsnedef10ijk van D01 ,ft0 j,.flOk. Het beeld van JlOijk bi j If i, '? j' (f k 
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(JOui 0.0• 
OJ~ 
M 
~ 
1 <fol n0 fu ()Oj QOoj f tl< ~ 
-~ 0 ¥, J 1 
Ooj 
~ rjiJ (Jo M ). o; Q~ok I<. 
001( 
]L_g_. Zij (o1,a),-,..,(o1,b) (aEOi'b €01). De functie fii is de identiteit, 
dus F11 ook. Derhalve b = F11 (a) = a. 
E 3. Zij (o1,a) ...... (oj,b). Neem nu o*= o1 j (dus a!!.o*co1). De functie F1 j 
beeldt o1j analytisch in Oji af. Voor ze o* is Fij(z)E Oj, en dus 
(o1,z)rsJ(oj, Fij(z)) blijkens de definitie van equivalentie. 
b E 4. We nemen de vorm E 4. Laat a1,a2, ... E.01 , ae.o1, an-f'a; 
b1,b2, ... € oj, b€.Oj, bn--tb; (oi'an)rv(Oj,bn) (n = 1,2, ••• ). Te bewijzen 
(o1,a)rv(Oj,b). 
Het bewijs zou vrij eenvoudig kunnen verlopen als we mochten ver-
onderstellen dat in A de continu!teit van het spectrum geldt bij de 
sterke topologie (blz. 31). We moeten echter rekening houden met de 
mogelijkheid datO-(a) meer is dan limv(a ),(T'tb) meer dan limU(b ), 
n n 
en dat 0--(a) niet meer binnen o01 j blijft, v(b) niet meer binnen OOji 
(blijkens de gegeven equivalenties geldt wel U( a ) € o0 .. , U(b ) (. o0 .1). n lJ n J 
De spectra van a en b zouden dus gedeeltelijk kunnen komen buiten 
de gebieden ,.waarbi j de afbeelding f .. werkt. We hebben dus behoefte aan lJ 
functies die op Doi u n Oj analytisch zijn. 
We zouden kunnen volstaan met de volgende uitspraak: 
(A) Is R1 een Riemanns oppervlak, en Peen punt van R1, dan is er een 
.. 
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functie die buiten P overal analytisch is, en in Peen (eventueel meer-
voudige) pool heeft. 
We weten momenteel niet of (A) juist is. Voor gesloten R1 is (A) juist; we kunnen dan een (p+1)-voudige pool voorschrijven (p = geslacht). 
Voor open oppervlakken lijkt de bewering nog kansrijker, omdat er dan 
reeds niet-constante overal op R analytische functies bestaan (vgl. 
Behnke-Stein, Math. Annalen 120 (1947/49) 430-461). 
We kunnen echter met een zwakkere stelling (B) volstaan, waarin de 
uitspraak (A) wordt gedaan voor een R1 die geheel in het inwendige 
van een groter Riemanns oppervlak R ligt (d.w.z. elke rij uit R1 heeft 
een verdichtingspunt op R). Bewijs: Een dergelijke R1 kan nl., na uit 
Rte zijn losgemaakt, worden gecompleteerd tot een gesloten oppervlak, 
en daarvoor is (A) bewezen. 
We hebben ct'(a) c.o0 i, en u(a) is compact. Dusu(a) heeft een posi-
tieve afstand d tot de rand van OOi' Kiezen we E = ½ct, dan ligt de£ -
omgeving O~i van O'"'(a) geheel in het inwendige van 001 , zodat fl~i 2 f ~1(o*0 .) geheel in het inwendige van R ligt. Hetzelfde geldt voor de l l • fl 3l: -1 :ii: [)_ 3l: r"'t 31; 
overeenkomstig gevormde Oj = tf j ( o0 ). We nemen nu R1 = Oi U J LOj' 
dan ligt R1 geheel in het inwendige van R, 
Voor voldoende grote n is 0(a )c.o.'lt:0·., u(b )c.o*0 . (st X, blz. 31), n 1 n J 
Gemakshalve veronderstellen we dat dit voor alle n geldt. 
Wegens v (an) C o~i c. o0i' f(bn) C03fOoj gelot oo¼: (of,an) -(a3J',bn). 
Daar omgekeerd, als (Of,a) ....... (O.,b) bewezen is, direct volgt (o.,a)"-'(O.,b), 
J if f13t: l J kunnen we ons tot de beschouwing der O 's,J L's in plaats van de O's, 
fl 's beperken, en laten de sterretjes dus verder maar weg. 
We hebben 0- ( an) E. 001 , u( bn) E o0j, en, we gens de equi valentie, . , , , 
zelfs v(an)E. OOij' v(bn)E o0 ji' We zullen bewijzen dat ook CT(a)E.Ooij, 
v(b)E OOji. Laat O{ ~en punt van o0 i zijn, <X niet in OOij" We zullen 
bewijzen dat O< bui ten v (a) ligt. 
\f 11(cx.) is een punt P van R1 =i\i vfl0 j. Zij f een, volgens (B) 
bestaande functie die in~ een pool heeft, en overigens op R1 analytisch 
is. In het bijzonder is f opi1..0 . analytisch. Derhalve is f(\.{)~ 1) analy-J I J 
tisch op OOj' Zij G de Banachfunctie die hiermee correspondeert (G is 
een afbeelding van O. in A), Daar b E O ., b E o ., b --+b, is G(b )-,.G(b), J n J J n n 
dus G ( b ) = 0 ( 1) . 
Da~r f op.D-Oj analytisch is, is ook f(f11) analytisch op OOij' 1 waarin dean's hun spectrum hebben. Zij H de met f('f>i) eor~esponderende 
Banachfunctie {gedefinieerd op oij). Daar f(~i 1 ) = f(fj 1)(lf.(~11)), is 
H = GF1 . op 0 ..• Daar F .. (a)= b, vinden we dat H(a) = GJb) = 0(1). J lJ lJ n n n ( n 
De functie h = f(w~1) kan op de gehele o. worden beschouwd; his 
I l ---- 01 
op 0 01 regulier met ui tzondering van een pool in <X, dus 
h(z) = c(z-ol.)-k + h1(z), 
.,. 
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met c IO, k positief geheel, h~z) analytisch op 001 • 
Met 11tz) correspondeert een op o1 gedefini~erde functie H1 ; daar 
a€0., a EOi' a ➔ a, is Hr1(a )~Hr1(a), dus Hr1(a) = 0(1). 
1 n .n I n -k1 1 n -k 
Op 0 .. zijn h(z), c(z- <X) en h 1 (z) analytisch. Met c(z- 0(.) OlJ -k 
correspondeert de Banachfunctie x --;c(x- ex) , en dus 
H(an)-H1 (an) = c(an- a.~)-k. 
We concluderen nu dat (an-O<)-k=0(1). Daar an-+a, is an=0(1), 
dus oak (a -0(}-1=(a -O{)k-'1. (a- e<)-k=0(1). 
n _1 n n Uit (an-oi-) =0(1), an---1 a volgt data- <X regulier is. Dit gaat 
. . -1 -1 . 
als volgt. Gemakshalve ex= O. De riJ a 1 ,a 2 , ••• is een fundamentaal-
rij, want 
\Ian -1 - am-1jj = \lan-1(am-an)am-1 jj = 0(1). \lam-an 11......-4 0, 
-1 ( ) -1 -1 Dus an ~ c c € A • an .an =an .an-,e, dus ac=ca=e. 
We hebben nu bewezen dat <T(a) C Ooij' dus aE.Oij' Evenzo b€,Oji' 
De f.unctie Fij gceft een continue afbeelding van Oij op Oji' zodat we-
gens a --1 a, b :--tb, F .. (a )=b , ook F .. (a)=b geldt. Hierrnee is de Haus-
n n lJ n n lJ 
dorff-conditie bcwezen. 
E 5. Daar Reen A -varieteit is, kan R door aftelbaar vele J1 's wor-
-- o om 
den overdekt. Bij elk dezer _(). 1 s kiezen we e2n aftelbare basis voor 
om 
de open verzamelingen ( d. i. een stel open deelverzamelingen w 1 , w2 , ••• 
met de eigenschap dat elk open deel van _Qom een vereniging van Wk 1 s 
is; voor deze uJ k's kunnen we bijvoorbeeld kiezen de 'fm-1 (ok), waarin 
de ok alle cirkels doorloopt met complex rationaal middelpunt en ra-
tionale straal, die gehcel binnen 0
0
m liggen). Voegen we deze bases 
van onze aftelbaar vele 11 1 s same.m, dan krijgen we een aftelbare 
om 
basis v 1 ,v2 , ••• voor de open verzamelingen op R. 
We beschouwen uit de collec tie van a lle .fl . 1 s ( 1 e S) nu a lleen 
-- Ol 
de fl 1 s die de vereniging zijn van eindig vele Vk 1 s; het is duidelijk 
dat er slechts aftelbaar veel van zulke D 1 s zijn. Bij elk dezer _(l 1 s 
kiezen we een spaciale conforme afbeelding t.p. De indices dezer 4> 1 s 
vo~men een aftelbare indexverzameling S
0
• 
Laa t nu ( 0., a) ( i E. S, a € 0. ) een willekeurig paa r z ijn. We zullen 
l l 
bewijzen dater een j€S en een bE.O. is met (o.,a),-..,(0.,b). 
0 J l J 
De ? i(vk) 1 s (i vast), voor zover vkcD 0 i, vormen een basis 
voor de open verzamelingen van Ooi' Daar <T(a) compact is, is er een 
eindig stel 'fi(vk
1
), ... ,i,p 1 (vk) te vinden dat 0-(a) overdekt. Dever-
eniging van Vk , ... ,Vk kan con~orm in het complexe vlak worden afge-
bee ld en is euJ een n fl oj met j E S0 • 
Nu is -A.0 jcD.01 , en 0--(a)c tp 1(fl 0 j), dus CT(a)C Ooij' Derhalve 
is Fi/a)EOj, en (Oi,a),.__,(oj,Fi/a)). 
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We hebben· nu bewezen dat de op blz. 71 {onderaan) gedefini~erde 
parencollectie (met equivalenties) aan de eisen E 1 t/m E 5 van blz. 
55-56 voldoet, en dus een concrete A-varieteit is. Op de op blz.56-57 
peschreven wijze kunnen we hieruit een abstracte A-varieteit maken 
(waarvan de punten klassen van onderling equivalente paren (01 ,a) zijn). 
Deze uit R voortgekomen A-varieteit zullen we met M(R) aanduiden. 
Is R de z-bol, dan is M(R) de A-bol. De beschrijving van de A-bol 
op blz.57-58 wijkt in niet-essenti~le punten van de definitie van M(R) 
af: 
1°. Op blz. 57-58 komt de z-bol zelf niet voor; de D- 01 1 s zijn daar 
dus niet expliciet genoemd; de relatie tussen de O0 i's is niet via de 
_(l
0
i's, doch via een algebraische procedure beschreven. 2°. Vertaalt 
men de op blz.57-58 gegeven definitie in terrnen van .J1.01 1 s op de z-bol, 
dan blijkt dat niet alle mogeliJke.fL
0
i 1 s zijn genomen, doch slechts 
de speciale die de gehele z-bol op een punt na bedekken. Elk open deel 
van de z-bol dat in het vlak conform kan warden afgebeeld (d. i.: dat 1 
niet de gehele bol bedekt) is echter deel van zo'n speciale .{)_oi' zo-
dat alle andere open delen bij de constructie van M(R) kunnen warden 
gemist. 
Zoals op blz. 72 werd opgemerktJ kunnen we aan elk punt P van M(R) 
een verzameling CT(P)~R toevoegen, die het spectrum van P heet, en als 
volgt gedefinieerd rs: Is ( Oi ,a) een representant van P, dan is 
0-(P)= fi- 1 (cr(a)). Als Reen deel van het complexe vlak is, en M(R} 
als een deel van A is getnterpreteerd zoals in voorbeeld 5 (blz.71), 
dan is Peen element van A en de zojuist gedefinieerde 0-(P) stemt met 
de oorspronkelijke definitie overeen. 
Analytische afbeeldingen. Laat Men M* twee A-vari~teiten zijn, 
en laat F een afbeelding zijn van Min M*. F heet analytisch, als voor 
elke P £ M en voor elke in F (P) gedefinieerde uniformizerende parameter 
f,v- geldt dat i.p (F ( Q)) een ana lytische func tie ( zie blz. 55) van Q is 
voor Q E n' waa rin JL een omgeving van p is . 
. * Is M =A, dan is zo'n analytische afbeelding een analytische functie 
op R; is M* de A-bol (met een vastgelegde afbeelding van een 11 eigenlijk 
deel" op A, zoa ls op bl~·. 59 is aangegeven), dan spreken we over een 
meromorphe functie. 
Door in het bovenstaande A;A
0 
te nemen, komen we tot de bekende 
definitie van analytische afbeeldingen van een Riemanns oppervlak in 
eenander Riemanns oppervJak, en tot het gewone begrip meromorphe func-
tie. (Volgen~ deze definitie wordt een functie die overal co is, ook 
meromorph genoemd). 
Meromorphe functies op een A-varieteit kunnen singulariteiten heb-
ben, nl. de punten P die op oneigenlijke punten van de A-bol worden af-
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gebeeld. De verzameling der singuliere punten kan inwendige punten be-
vatten (Blz. 60 bovenaan). 
Geinduceerde analytische afbeeldingen. Laat Ren R* 
ten zijn, en f een analytische afbeelding van R in R* (in 
komen vaak afbeeldingen voor van een open deel R'van R in 
A -vari~tei-
o 
de practijk 
R~ , doch we 
kunnen R' dan weer R noemen). We zullen laten zien dat f een analyti-
sche afbeelding van M(R) in M(~) induceert, evenals we dat op blz.45 
* e.v. hebben gedaan voor het geval dat Ren R delen van het complexe 
vlak waren. Hierbij moet echter een zeker voorbehoud warden gemaakt. We 
zullen onderstellen 
( C) Voor elke P ~ M(R) geldt, da t de op R* gelegen verzameling f (v(P)) 
gelegen is in een open deel van R* dat conform in A
0 
kan worden afge-
beeld. (Is dit niet het geval, dan zal f(<T(P)) niet als het spectrum 
van een punt van M(R*) op kunnen treden), 
Aan de eis (C) ia voidaan als R* =A
0 
is (en F wordt dan een ana-
lytische functie). Is echter R* de z-bol, en bevat ~{P)bijv.inwe1dig~ pun-
ten dan kan het voorkomen dat f((J(P)) de gehele R* overdekt. 
We kunnen ook aan (c) voldoen door R, R* en f willekeurig te hou-
den, doch aan A eisen op te leggen. Het is bijv. voldoende te eisen dat, 
voor elke a E. A, (T (a) hoogstens eindig vele verdichtingspunten heeft. 
Daar v"'(P) het beeld van een u(a) is bij een conforme afbeelding, geldt 
dan dczelfde eigenschap voor u (P) en dus ook voor f{u(P)). Eedek nu 
elk verdichtingspunt van f(O-(P)) met een in A
0 
afbeeldbarc orogeving 0 
(z6 dat bij verschillende verdichtingspunten disjuncte O's worden geko-
zen) en bedek de eindig vele nog niet bedekte elk afzonderlijk met zo'n 
O, weer ervoor zorgend dat alle O's disjunct zijn. Dit ste1 O's is weer 
conform in het complexe vlak af te beelden, 
In het bijzonder is aan (C) voldaan als A een matrixalgebra is, 
waarbij immers alle spectra eindig zijn. Ook geldt het voor de algebra 
uit voorbeeld V blz, 35, en algemener voor de algebra d~r lineaire opera-
toren O{ I+K j_n de Hilbertruimte, waa rin K een compac te opera tor voor-
stel t. 
Inplaats van (C) te eisen, kunnen we natuurlijk ook de te construe-
ren afbeelding van M(R) in M(R*) beperken tot dat dee1 van M(R) waarvan 
de punten P aan de in (C) genoemde eis voldoen. Dit is een open deel van 
M(R). We zullen echter gemakshalve de eis voor de gehele M(R) handhaven. 
De geinduceerde afbeelding F van M(R) in M(R*) wordt als volgt ge-
definicerd. (Voor nota tie etc. zie blz. 71 e. v.). Zij p e. M(R) en ( oi ,a) 
( a ~ Oi C. A) 0en representant van de bij P behorende kla sse van equiva-
lente paren, i!:!n 0.=M(O .), 0 -='f).(f2 .),fl. .(R. Op R*kunnen we, vol-n* l Ol Ol l 101 Ol ~ gens (c) een ...l.&.- 0 . kiezen die f('f>.- (v(a))) omvat.fl . wordt door~~ J "1- l OJ _1 J 
~onform afgebeeld op O .. De samengestelde func tie h= 1J?. .f w. behoeft OJ ·J ·11 
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niet op de gehele 001 gedefinieerd en analytisch te zijn, maar is dat 
wel in een zekere omgeving van v(a). Derhalve is h op te trekkon 
(blz.45, st.2) tot een analytische functie H gedefinieerd op een omge-
ving van a. Blijkens het spectral mapping theorem ligt het spectrum 
van H(a) in o*., en dus is H(a) € O ~- We definieren nu F(P) a ls het 
OJ J ¥ 
punt van M(Ff) dat g(:irepresent1::erd wordt door .(Oj,H(a)). 
Het is niet moeilijk te laten zien dat de hier gedefinieerde F(P) 
niet afhangt van de kc:uze van i en j, en dat inderdaad P~F(P) een 
analytische afbeelding is. Uit het voorgaande blijkt overigens direct 
de volgende generalisa:i~ vaE__~~t spectral mapping theorem: 
-F ( P ) ) = f ( (, ( P) ) . 
Algemene A-variet~iten. Jc v•aag of elk~ A-varieteit kan warden inge-
bed (met behoud van analytisrhe structuur) in een M(R), moet ontken-
ncnd warden beantwoord, Een ·egcnvoorbeeld is reeds te vinden in de 
eenvoudj_gste Bana cha lgcb;~a J\ :A , nl. de algebra der diagona 12 2x2 ma-
o 
trices. Deze algebra is ook. ls directe som A +A te beschouwen; we 
,. 0 0 
geven d"" elementen met ( o<, (3 J aan, waa rin O< en f3 compl2xe geta llen 
zijn. 
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We bouwen een concrete A-vari~teit op met 5 O's. Daartoe nemen we 
in het bovenhalfvlak 5 gebieden G1 , ... ,G5 , als getekend in figuur. 
9s 
.. 1 0 3 
'-
.1 
3~½ 
0 1 
Jn diz fi.9uv.r- is a.l1, voQi-b~eld. 0,.o.1"19t• 
911.v~n de eq ui.vcdentie 
H1\.."'---_____________ _, 
H1 is het gebied Re z<.O, Im zc:O; H2 is gegeven door Re z >1, Im z 40, 
Hy-H4=H5 zijn gegeven door -1 <Re z <3, Im z-<:O, Oi(i=='1, •. .,5) bestaat 
uit alle (9< ,(3) met O<t:_Gi,(3~ Hi. We definieren verder de volgende 
equivalenties: 
(oi, (Cl.,~)) rv (Oj,( ~,i, )) als e>i="l{,(3=6-pij' 
waarin de pij rcele getallen zijn: p13=P14=P15=0, P23~o, P24=1, P25~V2, 
en bovendien pij= -pji voor alle i en j. Het zo gedefinieerde systeem 
van equivalenties voldoet aan E 1 t/m E 5 (blz.55-56), hetgeen zo goed 
als triviaal is. 
Neem nu aan dat deze A-varieteit in een M(R) kan warden ingebed. 
Dan bestaat er een meromorphe functie f(P) op R die op geen enkel deel 
van R constant is. Aan elk punt P van M(R) wordt nu door F een waarde 
( ">t ,f',,) toegevoegd, ( A enp. zijn punten van de z-bol) z6 dat noch A, 
noch ),t- constant is in cen omgeving van P. De functie F wordt nl. gege-
ven door F( ( 0<, (3 ) )=(f{oq .,r(p)). 
De waarge ( A ,fl) hangt analytisch af van de uniformizerende para-
meters; en derha lvt; is jJ.. op elk der gebiedc:.n H1 ,, •• ,H5 a ls een mero-
morphe functie gedefinieerd. (Hierbij is de monodromiestclling gcbruikt). 
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Uit de 2quivalenti~s blijkt dat de in H1 beschouwde functie j....1...1 in het 
gehele benedenhalfvlak analytisch kan worden voortgezct en dat j--1--1 (0)= 
=ft1((3+1)=JL1(p+v2). Hh:ruit volgt datj-L- 1 constant is, hetgeen een 
tegunspraak oplevert. 
Het ligt voor de hand te vragen welke voorwaarden voor een A-
varieteit M voldo2nde ziJn voor inbedbaarheid in een M(R). Daar vol-
doend kleine stukken van cen A-varieteit steeds inbedbaar zijn (zelfs 
in A zelf) gaat het om een globale voorwaarde. Men kan waarschijnlijk 
als volgt te werk gaan: voeg aan elk 11 klein 11 stuk van M een stukje Ri 
van een complex vlak toe, z6 dat het stuk van Min M(R1 ) is in te bed-
den, Definieer dan equivalcntie op deze R. 1 s op de voor de hand liggen-
l 
de wijze. De Hausdorff-conditie is dan niet~iviaal vervuld. Eist men 
nu het vervuld zijn van de Hausdorffconditie, dan is waarschijnlijk 
globale irbedding mogelijk. 
Een dergelijk ingewikkeld systeem van condities is echter weinig 
bevredigend; bovendien zijn dergelijke voorwaarden niet noodzakelijk. 
Er zijn, zoals we zoeven zagen, A-varieteiten waarop, behalve de 
constanten, geen meromorphe functies bestaan. 
We veronderstellen nu dat we een A-varieteit M hebben waarop een 
verzameling V van meromorphe functies F bestaat, z6 dat in elk punt 
een ervan als uniformizerende parameter kan warden gebruikt. Ge·akshal-
- ve veronderstellen we verder dat A een matrixal~ebra is, zodat de moei-
lijkheid van blz.77 niet optreedt, terwijl tevens de kwesties van aftel-
bare overdekbaarheid eenvoudiger warden. 
We beschouwen inplaats van M een met M equivalente conctete A-varie-
teit, bestaande uit Oi's (o1 c A) met equivalentierelaties, waarbij 
de O. rs z6 zijn gekozen da t de overeenkomstige ~ , op O, met een F €. V 
l l l 
samenvalt. In dit systeem voegen we nu nieuwe equivalentierelaties toe: 
(O.,a)~ (O.,b) als er een eeneenduidige analytische afbeelding q, van 
l J 
een omgeving O van a op een omgeving van bis, z6 dat 
(c ,cO, F ;.V) ~ F(y, 1 - 1 (c)) = F(tpj- 1 (ty (c))). 
GemakkPl1jk is na te gaan dat dit uitgebreide systeem aan de eisen E 1 
t/m E 5 (blz. 55-56) voldoet. We komen zo tot een nieuwe A-varieteit M1 , 
waa rvan M een 11 dekva rietei t II is. 
Vermoedelijk is M1 een deel van een M(R). Als V eindig is, kan men 
zich de volgende bewi,jsschets voorstellen: neem een punt P (£ M, daarbij 
een uniformizerende parameter F1 f. V. Nu zijn F2 ,F3 , ... analytische func-
cies van F1 ; noem die a2 (F1 ), a3 (F1 ), .... Bij G2 ,a3 , ... kunnen we de 
gewone analytisch1~ functies g2 ,g3 , ... construeren, en daarbij het Rie-
mannse dekvlak van de analytische voortzetting vgl. blz.83 (gewoonlijk 
wordt dat v~or een functie beschreven, maar met eindig vele gaat het 
even goed). Maak dit tot Riemanns oppervlak Ren maak daarbij M(R). Nu 
M 81 
moet M1 in M(R) worden ingebed, 
Bijzondere punten op een A-varieteit. Laat E een eigenschap zijn zoda-
nig dat voor· elke a E. A en voor elke eeneenduidige analytische afbeel-
ding F(z) van een omgeving van A geldt: als a de eigenschap E heeft dan 
heeft ook F(a) de eigenschap E. We zeggen nu dat een punt P van een A-
varieteit de eigenschap E heeft, als voor een der uniformizerende para-
meters ~i geldt dat ~i(P) de eigenschap E heeft. Automatisch geldt 
dan hetzelfde voor alle andere in P gedefinieerde parameters, zodat de 
definitie onafhankelijk is van de keuze van i, Zo kunnen we steeds spre-
ken over sea la ire punten (P heet sea lair als lf i (P)= 11e, AE. A
0
). Is A 
een matrixalgebra, dan kunnen we nog definieren: symmetrisch punt, dia-
gonaal punt, triangulair punt, critiek punt. Begrippen als regulier 
punt, reeel punt, hebben echter geen zin. 
Rslaties tussen punten op een A-varieteit. Is M een M(R), dan hebben 
de uitdrukkingen 11 P en Q (beide ~ M) hebben c:en spectrumpunt gemeen 11 ; 
"p en Q hebben hetze lfde spectrum 11 ; "P = cQc -'1 ( c e: A, c regulier) 11 be-
tekenis. Laatstgenoemde uitdrukking wordt als volgt geinterpreteerd: 
o-(P;= v(Q), en er is een il 01 ::> v(P), z6 dat P,..,.,(01,p), Q,v(Oi,q), 
P=cqc-'1. Bij overgang op een andere fl oj blijft deze rel:itie behouden. 
Gemakkelijk is in te zien dat voor elke op M(R) analytische func-
tie F geldt dat F(cQc- 1 )=cF(Q)c-'1. 
Op een willekeuriga A-varieteit kunnen dergelijke begrippen slechts 
min of meer locaal worden gedefinieerd. 
Is A een matrixalgebra, dan heeft het op een M(R) zin om te spre-
ken over: Pen Q zijn elkaars getransponeerde. Voor elke op M(R) ana-
lytische functie geldt dan F(P)=F(Q)T . 
.'3:=imenhangskwesties. Zij R een Riemanns oppervlak, bestaande uit de 
component(!D R1 ,R2 , .... Zij M1 een component van M(R). 
Stelling. Er is een eindige Vcrzameling S= {k1 , .. ,,kn} z6 dat voor 
alle PE M1 geldt k €. S ~ cr(P) n Rk niet leeg. 
B0wijs. Zij PE:M1 . Met de notatj_es van blz.71 e.v. heeft Peen repre-
sentant (O.,a), met 0.==M(O .), 0 .=w.(f'I.. .),Jl .c.R. Daar cr(a) com-l l Ol Ol Tl Ol Ol 
pact is, en daar 0 0 i open is, hebben slechts eindig vele componenten 
van O i iets met IT(a) gemeen. Hetzelfde geldt nu t.a.v. i.p.-1 (o .)==Sl. 
0 -'1 l Ol Ol 
en lJ) i ( fT (a))= 0-(P). Dit wijst een eindig aantal Rk's aan, waarop 
iets van o-(P) ligt. 
Definieer nu Nk(P) door {: Nk(P) = 1 als o- ( P ) n Rk ~ 1 e e g lniet leeg. 
] 
l 
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I Voor elke k is Nk(P) een continue functie van P. Ligt nl., met de zo-
l juist gebruikte notatie, bin een voldoend kleine omgeving van a, dan 
j is rr (b) c O . (blz. 31 st .X) terwijl elke component van O . die iets 
J Ol Ol j van u-(b) bevat, oak iets van 0-(a) bevat (blz.50 st.6). 
! Daar Nk continu is en slechts O of 1 kan zijn, is Nk constant op 
M1 . Daarmee is de stelling bewezen. 
Bij somrnige A's is elk spectrum samenhangend (d.L niet splitsbaar 
in disjuncte compacte delen). In zulke gevallen is er bij de opbouw 
van een component M1 van M(R) slechts een component van R betrokken. 
Is M1 een component van M(R). Dan bestaat a-(M1 )= UPE.M o-(P) uit 
een eindig aantal componenten van R. Het bewijs dat deze compdnenten 
werkelijk volledig warden opgevuld, is lastig. Hiermee hangt samen de 
stelling dat elke op M1 analytische functie F voortkomt uit een op R 
gedefinieerde analytische functie f. 
Zij M1 een component van M(R), en zij k het aantal componenten van 
R dat bij M1 is betrokken. Is nu k > 1, dan bevat M1 geen scalaire pun-
ten. Is nl. P scalair, en P gerepresenteerd door (Oi,a), dan is a sca-
lair, dus o-(a) bestaat uit cen punt. Derhalve geldt hetzelfde voor 
cr(P). 
Omgekeerd is k=1 geen garantie voor de existentie van scalaire 
punten op M1 (zie voorbeeld 5, blz.71). Dit is w~l het geval als A vol-
ledig samenhangend is. 
j Een Banach-alg~bra A noemen we volledig samenhangend, als voor elk 
~ gebied Gin het complexe vlak geldt dat 
M( G) = { n I a € A, o-( a) f G J 
samenhangend is (vgl. st.11 blz.52). 
Gemakkelijk is dan ook in te zien: Is A volledig samenhangend, en 
Reen samenhangend Riemanns oppervlak, dan is M(R) samenhangend. 
Een voldoende voorwaarde voor volledige samenhang is: 
(D) Voor elke ·.1£ /"-,. r,;e1,·;•~ d::•t·hE",t. cor.1ph,L~8Y1,~ v::r., d('1) :~~~~1c~n;·1·,n3end is. 
Als aan (D) is voldaBn, kunnen we nl. als cr(a) E: G, een open ver-
zameling O aangeven, bestaande uit eindig vele disjuncte en enkelvoudig 
s;:imenhangende component,.:n, z6 dat (T (a) E: O c G. (Voor de constructie 
van zo'n C kan men eerst G verkleinen tot de vereniging V van eindig 
vele cirkelschijven, en vervolgens de eindig vcle randstukken van V door 
krommen, gehee 1 bui ten CT (a), met 8 lkaa r ve rbinden) . V:i.a een continue 
schaar van locaal-analytische afbeeldingen kunnen we nu 0-(a) afbeelden 
op een u:ndige puntverzameling, en daarna wordt de zaak eenvoudig. 
De voo;waarde (D) is niet noodzakelijk. De algebra van voorbeeld 
VI (blz.38) is volledig samenhangend, doch voldoet niet aan (D), Een 
zwakkere voldoende voorwaarde is 
/ 
;1 
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(E) Bij elke a E. A is er een b € A en een functie f, analytisch op <i{b), 
z6 da t a=F(b), terwijl het complement van IT( b) samenhangend is. 
Identiteitsstelling voor analytische afbeeldingen. Zij M een samenhan-
gende A-varieteit, en laat F1 en F2 analytische afbeeldingen zijn van 
Min een tweede A-varieteit M*. Onderstel dat F1 (P)=F2 (P) voor alle P 
uit een open deel O van M. Dan is F1=F2 overal op M. 
Bewijs. Zij V de verzameling [PI F1(P)=F2(P)J , en v1 de verzameling 
der inwendige punten van V. Kennelijk is v1 open en niet-leeg; we moe-
ten bewijzen dat M-V1 open is. Zij Peen punt van M-V1 . Is F1 (P)IF2 (P), 
dan is, daar F1 en F2 continu zijn, Peen inwendig punt van M-V1 . Is P 
een randpunt van M-V1 , dan is dus F1 (P)=F2 (P). We kunnen dan in omge-
vingen van P resp. F 1 (P) uniformizerende parameters beschouwen en ver-
der het bewijs van hulpstelling 8 (blz.50) volgen. 
Analytische voortzetting. Zij Geen gebied in A, en F een analytische 
1 functie op G, Dan kunnen weals volgt een analytische voortzetting con-
strueren. 
Zij a een punt van G. Daarbij kiezen we een op een omgeving S van 
~(a) gedefinieerde analytische functie f(t), die in een omgeving o* 
van a met F correspondeert (zie st.4 blz.47). Bij de op S geconstrueer-
de functie f(t) construeren we een gewoon Riemanns oppervlak R, waar-
op ten w meromorphe functies zijn, met w=f(t) in h2t gebied van uit-
gang. 
Vervolgens construeren we M(R), en daarop de opgetrokken functies 
T en W. Op M(R) is nu een dcel dat door T wordt afgebeeld op G, en waar-
op W=F(T) is. 
Deze A-vari~teit, met daarop de functies Ten W, moet warden aan-
gezien als de analytische voortzetting van het gegeven functieelement. 
Het 11 platslaan 11 van dit oppervlak tot 11 dekvlak" over het 1'T-vlak 11 heeft 
niet veel succes, daar de singulariteiten dan niet meer zo overzichte-
lijk kunnen warden beschreven als zulks in het klassiek8 geval (A=A) 
0 
gebeuren kan. 
We merken op dat niet noodzakelijk voor de geh~le Geen ~Jnwaardige 
• functie f kan warden gcbruikt, Dit is w~l het geval als Geen sterk ge-
bied is (zie blz.8). 
Analytische completering. Zij M een A-vari~teit, en M1 ecn op~n deel van 
· M. M heet een analytische completering van M1 als elke op M1 analytische 
functie op M analytisch kan warden voortgezet. 
Voor A=A 0 is dit niet mogeliJk (behalve als M=M1 )(wol is dit ver-
schijnsel bekend bij analytische functies van meer variabelen). Wege-
, ven echter een niet-triviaal voorbetold bij A=MR2 • Laat G een gebied in 
A0 zijn, en O een open deel van G. Zij M de verzameling M(G)=faJa EA, 
cr(a)caJ, en M1 de verzam\_;ling {alafAj o-(a)cG, cr(a)no niet leegJ. 
M 84 
Dan is M cen analytische compl8tering van M1 • 
Een voorbeeld van andere aard, ook in MR2 , is als volgt. Laat G1 
en a2 disjuncte gebieden in A zijn; MR2*de verzameling der reguliere 
. 0 * 
matrices, en O een open, samenhangend deel van MR2 , met e 1¢. O. Neem nu 
M ~ l' :) \,rn1 , ~ EG2 , T rn;J, M1 ~{(: :f o<ta1 , pea2 , TE o J-
Impliciete functies. GC;makshalve beschouwen we een algebraische verge-
lijking f( 11 ,JJ--)=0. We vragen nu naar alle paren (z,w) met 
z €.. A, w ~ A, ZW=WZ , f ( z, w) =0. 
Deze collcctie noemen we de krommC: f(z,w)=O. Men kan nu vragen of dit 
w als een meerwaardige analytische functie van z definicert. 
Bij de vergelijking f(A,,P-)=0 kan men cen Riemanns oppervlak R 
construeren en daarop de meromorphe functies If (P) en f (P), z6 dat de 
paren (1t ,)J. )( 11 =l.f{P),ft-='V(P)) alle punten van de kromme voorstellen. 
Gaan we nu over op M(R) met daarop de functies I en f, dan vinden 
we f (P) f (P)= f (P) f(P), f(f(P), ±.(P))=O (allc P E:M(R)). Gemakshalve 
beperken we ons tot eigenlijke waarden van z en w. Dit levert dus een 
deel vc1n de krornn10 f(z,w)=O; we no2men dit deel de analytische krornn1e 
f(.z,w)=O, Merkwaardigerwijze is het niet altijd d<.: gehc:l~ kromme . 
.., Laa t bijv. f( ). , fl)= A 2 - p 3 zijn. De vergelijking )_ 2 - _},L3=o kan 
word en gepa ramct rizcerd met ). = t 3 , }t= 1: 2 ( R is bier de bol) . Doorloopt 
nu t de h1;:;le A, dan stclt (-t) ,t2 ) de analytische kromme voor. Laat A 
de 2 x 2 matrixalge;bra zijn, en b= (g 6). :Jan is (b,b) een punt van de 
kromme. Voor geE:n enkele tis echter tegelijk b=t3, b=t2 . (Uit t 2=b 
volgt dat t nilpotent is, dus t 2=0), dus (b,b) ligt niet op de analy-
tische kromm(:;. 
We konden bewijzen: Is A een MR , cm hec::ft de kromme geen dubbel-
n 
pun ten, dan is de ::ma lytische kromm8 met de kromme zelf identiek. Of 
sterk0r: ligt ( z, w) op de kror:11ne, en is voor geen enkcl dubbelpunt 
(). ,}-L) tegclijk Ii l. cr(z),f-E.(J"(w), dan ligt (z,w) op de analytische 
kromme. 
t,/J.· 
Eindo van hct colloquium 
